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Введение 

 В настоящее время одной из бурно развивающихся областей науки является 

ядерная астрофизика, которая находится на стыке ядерной физики и астрофизики. 

Ядерная астрофизика изучает ядерные процессы, протекающие в различных кос-

мических объектах и явлениях, в том числе ядерные реакции, которые происхо-

дили на дозвездной стадии развития Вселенной в первые секунды после ее обра-

зования. Одной из важнейших задач ядерной астрофизики является изучение про-

цесса образования химических элементов во Вселенной – нуклеосинтеза [1–3]. 

Согласно доминирующим представлениям считается, что легчайшие химические 

элементы возникли в ходе дозвездной стадии развития Вселенной (первичный 

нуклеосинтез), а более тяжелые – в ходе звездной эволюции (звездный нуклео-

синтез). 

 В последние годы ядерная астрофизика динамично развивается в связи с внед-

рением усовершенствованных моделей звезд и увеличением точности экспери-

ментального определения сечений звездных реакций. Однако до сих пор серьез-

ную проблему представляют собой реакции с составными заряженными частица-

ми (ядрами) при энергиях, характерных для астрофизических процессов, так как 

эти энергии почти всегда значительно ниже кулоновского барьера. Поэтому ядер-

ная астрофизика продолжает нуждаться в теоретических моделях, позволяющих 

достоверным образом вычислять значения сечений астрофизических ядерных ре-

акций в той области энергий, для которой отсутствуют надежные эксперимен-

тальные данные. При этом теоретический расчет сечения сравнивается с имею-

щимися экспериментальными данными и если между ними достигается согласие, 

то предполагается, что полученная теоретическая кривая правильно воспроизво-

дит сечение и в области более низких энергий. Наиболее последовательными и 
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обоснованными считаются экстраполяции экспериментальных данных, основан-

ные на микроскопических ядерных моделях. Сечения прямых (нерезонансных) 

реакций при низких астрофизических энергиях проявляют резкую зависимость – 

экспоненциально падают с уменьшением энергии. При проведении экстраполяций 

для таких реакций вместо сечений используют связанные с ними астрофизические 

S-факторы, представляющие собой величины, из которых явно выделена экспо-

ненциальная малость, обусловленная проницаемостью кулоновского барьера [1]. 

По этой причине астрофизические S-факторы имеют более плавную энергетиче-

скую зависимость и гораздо удобнее для экстраполяций. 

 Одним из наиболее последовательных микроскопических подходов в задачах 

рассеяния и реакций с участием составных ядер является метод резонирующих 

групп (МРГ) [4–7], который представляет собой реализацию кластерной модели. 

Использование полностью антисимметризованных волновых функций (точный 

учет принципа Паули), исключение движения общего центра масс (точный учет 

трансляционной инвариантности системы) и описание на единой основе состоя-

ний дискретного и непрерывного спектров ядерной системы являются несомнен-

ными достоинствами данного подхода. В традиционной формулировке однока-

нального варианта МРГ волновая функция относительного движения ядер (кла-

стеров) ищется путем решения интегро-дифференциального уравнения (в случае 

многоканального варианта МРГ – решением системы зацепляющихся интегро-

дифференциальных уравнений). Решение этого уравнения (системы уравнений) 

является весьма сложной вычислительной задачей [7], требующей громоздких 

численных расчетов. 

 Наряду с классическими вариантами МРГ существует также вариант реализа-

ции, основанный на разложении волновой функции относительного движения 

ядер (кластеров) по системе собственных функций трехмерного гармонического 

осциллятора (по базису осцилляторных функций). Это так называемая алгебраи-

ческая версия метода резонирующих групп (АВМРГ) [8, 9]. Неизвестными в та-

ком подходе являются коэффициенты разложения по базису осцилляторных 

функций, которые находятся из проектированного уравнения Шредингера. Чис-
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ленная реализация АВМРГ значительно проще численной реализации МРГ и со-

держит математические операции, такие как поиск собственных значений и век-

торов эрмитовой матрицы, основанные на надежных численных методах. Кроме 

того, преимущество многочастичных осцилляторных функций перед функциями 

МРГ состоит в том, что они в большей степени поддаются анализу и классифика-

ции, например, их интегралы перекрытия вычисляются аналитически, при работе 

с ними удается достаточно просто отделить движение общего центра масс и т.д. В 

целом, осцилляторные функции играют особую роль для современной физики и 

характеризуются многочисленными физическими приложениями [10–13]. 

 Идеологически близким к АВМРГ является метод J-матрицы, используемый в 

исследованиях ядерных, атомных и молекулярных систем (см. сборник статей 

[14] и цитированную в нем литературу). 

 Многочисленные расчеты различных величин для ядерных систем подтвер-

ждают высокую эффективность АВМРГ [8, 9, 15–34]. Первоначально АВМРГ 

применялась для исследований ядерной структуры и ядерных процессов, возни-

кающих в результате бинарных кластерных столкновений [8, 9, 15–26]. АВМРГ 

позволила объединить динамику кластерных и коллективных степеней свободы и 

описать распады гигантских резонансов в легких ядрах [17, 27]. Относительно не-

давно в рамках АВМРГ стали активно рассматриваться трехкластерные конфигу-

рации [28–34], которые существенны в ряде реакций, представляющих опреде-

ленный интерес для ядерной астрофизики. 

 Особое место в ядерной астрофизике занимают реакции радиационного захва-

та в столкновениях легких ядер [35–42]. Астрофизические S-факторы этих реак-

ций при низких астрофизических энергиях, а также полученные на их основе ско-

рости реакций необходимы для изучения кинетики процессов внутри звезд, в том 

числе Солнца, звездного и первичного нуклеосинтеза, а также для верификации 

моделей нуклеосинтеза, эволюции звезд и развития Вселенной. Примерами реак-

ций радиационного захвата, экспериментальный и теоретический интерес к кото-

рым возник достаточно давно и не угасает по сей день, являются зеркальные ре-

акции 
3
He(, )

7
Be и 

3
H(, )

7
Li. 
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 Первые экспериментальные измерения сечений этих реакций были выполнены 

еще в 1959 г. [43] при энергиях относительного движения сталкивающихся ядер в 

системе центра масс Eц.м. = 205÷565 кэВ. Полученные экспериментальные значе-

ния сечений оказались во много раз больше их более ранней теоретической оцен-

ки, основанной на работе [44], в которой не учитывался прямой механизм реак-

ций. Это привело к осознанию огромной роли реакции 
3
He(, )

7
Be в горении 

солнечного водорода, поскольку означало, что при температуре солнечного кора 

вторая и третья цепочки протон-протонного цикла (pp-цикла) горения водорода 

[41], стартовой точкой которых служит реакция 
3
He(, )

7
Be, могут вполне соста-

вить конкуренцию первой цепочке (см. рисунок 1). 

 

  

Рисунок 1. Схема pp-цикла горения водорода. 

 

 В ходе второй цепочки реакций pp-цикла в результате электронного захвата 

ядром 
7
Be и в ходе третьей цепочки в результате 

+
-распада ядра 

8
B создаются по-

токи солнечных нейтрино, которые в настоящий момент достаточно точно изме-
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рены [45–47]. Эти данные в совокупности с достоверными сечениями реакций pp-

цикла, среди которых важное место занимает именно реакция 
3
He(, )

7
Be, можно 

использовать для исследования кинетики солнечного кора и проверки солнечных 

моделей [48]. 

 Надежные значения сечения реакции 
3
He(, )

7
Be требуются не только в зада-

чах звездной эволюции, но и для решения проблем первичного нуклеосинтеза [49] 

(см. рисунок 2). Одной из таких проблем является так называемая проблема 
7
Li, 

заключающаяся в том, что модельный расчет распространенности 
7
Li превышает 

по величине в несколько раз ее наблюдаемое значение. При этом одним из важ-

ных источников 
7
Li является электронный захват ядром 

7
Be, образующимся в ре-

зультате рассматриваемой реакции. Другим важным источником 
7
Li служит непо-

средственно реакция 
3
H(, )

7
Li. Отсюда очевидна необходимость высокоточных 

значений сечений этих реакций для решения проблемы 
7
Li. 

 

 

Рисунок 2. Основные реакции первичного нуклеосинтеза. 
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 Вслед за первым экспериментальным исследованием реакции 
3
H(, )

7
Li [43] 

последовал еще ряд экспериментальных работ. В 1961 г. были опубликованы экс-

периментальные данные по S-фактору при Eц.м. = 150÷785 кэВ [50], причем значе-

ния S-фактора оказались в несколько раз больше чем в [43] почти во всем энерге-

тическом интервале. В 1987 г. появились еще две экспериментальные работы по 

измерению S-фактора [51, 52] при энергиях Eц.м. = 300÷858 кэВ и 79÷464 кэВ со-

ответственно. Результаты [51], в целом, согласуются с [50]. При этом данные [52] 

проявляют ярко выраженную энергетическую зависимость при энергиях ниже 300 

кэВ по сравнению с данными [50]. В отличие от предыдущих экспериментов, в 

которых были выполнены прямые измерения S-фактора, в работе [53] были про-

изведены косвенные измерения S-фактора в диапазоне энергий 80980 кэВ с ис-

пользованием данных по кулоновскому развалу 
7
Li. Измеренная энергетическая 

зависимость согласуется с результатами [52], но имеет большие погрешности в 

низкоэнергетической области. В работе [54] приведены экспериментальные дан-

ные по S-фактору в интервале энергий 501200 кэВ. Характерными чертами этой 

работы являются достаточно широкий диапазон охваченных энергий и относи-

тельно малые погрешности измерений. Результаты работы [54] согласуются с 

предыдущими прямыми измерениями в области Eц.м. > 150 кэВ при учете система-

тических ошибок. Однако, при Eц.м. < 150 кэВ сравнение с единственным прямым 

экспериментом [52], охватывающим данную область энергий, демонстрирует зна-

чительное занижение результатов [54] по сравнению с [52]. Кроме того, данные 

[54] при Eц.м. > 250 кэВ согласуются с косвенным экспериментом [53], но оказы-

ваются существенно ниже при более низких энергиях. В 2001 г. появилась еще 

одна работа по косвенным измерениям S-фактора реакции 
3
H(, )

7
Li при 

Eц.м. = 100500 кэВ [55] так же, как и работа [53], основанная на кулоновском раз-

вале 
7
Li. Данные этой работы так же, как и данные [53], в целом согласуются с 

[54] при Eц.м. > 250 кэВ, но значительно отличаются от [54] при меньших энерги-

ях. Таким образом, ни один из описанных выше экспериментов не охватывает об-

ласть энергий Eц.м. ≤ 50 кэВ. Поэтому наиболее надежным и обоснованным спосо-

бом нахождения S-фактора в этой области остается экстраполяция эксперимен-
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тальных данных при более высоких энергиях с использованием микроскопиче-

ских теоретических моделей. На рисунке 3 приведены данные измерений [43, 50–

55] S-фактора реакции 
3
H(, )

7
Li. 

 

 

Рисунок 3. Экспериментальные данные по S-фактору реакции 
3
H(,  )

7
Li. 

 

 После проведения экспериментальных исследований [43] еще больший, по 

сравнению с реакцией 
3
H(, )

7
Li, экспериментальный интерес был проявлен к ре-

акции 
3
He(, )

7
Be. В работах [56–59], как и в [43], детектированием мгновенного 

-излучения (измерения в пучке), испускаемого в результате прямого радиацион-

ного захвата двух сталкивающихся изотопов гелия, были получены значения се-

чения (астрофизического S-фактора) при энергиях Eц.м. = 180÷2486 кэВ, 164÷245 

кэВ, 107÷1266 кэВ, 525 кэВ соответственно. В работах [60, 61] для определения 

сечения применялись активационные измерения 
7
Be. Основная идея данного типа 

измерений заключается в том, что образующееся в результате синтеза изотопов 

гелия ядро 
7
Be претерпевает электронный захват, который приводит к образова-

нию 
7
Li в основном и первом возбужденном состояниях (см. рисунок 3.1), при 

этом регистрация -излучения, испускаемого при переходе 
7
Li из первого возбуж-
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денного состояния в основное, может быть использована для определения полно-

го сечения исходного радиационного захвата. Недостатком этого метода является 

то, что он дает только полное сечение процесса, но не позволяет извлечь инфор-

мацию о коэффициенте ветвления между захватом в основное и первое возбуж-

денное состояния 
7
Be. В работах [62, 63] наряду с измерениями в пучке, выпол-

ненными в интервалах энергии 165÷1169 кэВ, 195÷686 кэВ соответственно, были 

также произведены активационные измерения соответственно в интервалах энер-

гии 947÷1255 кэВ, 664÷686 кэВ. Энергетическая зависимость астрофизических S-

факторов, полученных во всех этих “старых” экспериментальных работах, выпол-

ненных еще в прошлом веке, показана на рисунке 4(а). 

 

 

Рисунок 4. Экспериментальные данные по S-фактору реакции 
3
He(,  )

7
Be: (a) – “старые” 

данные (1959–1988 гг.), (б) – “новые” данные (2004–2014 гг.). 

 

 Как видно из рисунка 4(а), ни один из указанных экспериментов не охватывает 

важный для ядерной астрофизики так называемый энергетический интервал Га-

мова, который при температуре солнечного кора лежит приблизительно между 15 

и 30 кэВ. Кроме того, достаточное количество экспериментальных точек в обла-

сти средних энергий (> 1 МэВ) имеется лишь в работе [56], в то время как осталь-

ные данные сконцентрированы в основном в области меньших энергий. Наконец, 

между приведенными экспериментальными данными существует определенный 
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разброс и все они имеют относительно большие погрешности, что не удивитель-

но, поскольку экспериментальные измерения сечений реакций с заряженными ча-

стицами при низких энергиях являются сложными и весьма ненадежными из-за 

малости сечений, обусловленной кулоновским барьером. 

 По этим причинам до настоящего времени не угасает интерес к исследованию 

реакции 
3
He(, )

7
Be. За последние десять лет, начиная с 2004 г., была выполнена 

еще целая серия “новых” экспериментов. В работах [64–66] активационными из-

мерениями были получены значения сечения данной реакции при энергиях 

420÷950 кэВ, 1.054÷2.804 МэВ, 1.473÷2.527 МэВ соответственно, в [67] измерени-

ями в пучке покрыт интервал энергии 303÷1452 кэВ, в [68] обоими перечислен-

ными способами измерено сечение при энергиях 327÷1235 кэВ, а в [69] измерени-

ями отдачи ядер 
7
Be (измерения отдачи) получено сечение в диапазоне энергий 

1.5÷2.8 МэВ. Определение сечений посредством измерений отдачи основано на 

прямом счете ядер отдачи 
7
Be, образующихся в результате радиационного слия-

ния двух изотопов гелия. Среди современных экспериментальных работ следует 

особо отметить эксперименты коллабораций LUNA [70–73] и ERNA [74]. Колла-

борацией LUNA как измерениями в пучке, так и измерениями активации охвачен 

диапазон энергии 92÷171 кэВ, наиболее близкий на данный момент к астрофизи-

чески важным энергиям. Коллаборация ERNA, помимо этих двух типов измере-

ний соответственно в интервалах энергии 1102÷2507 кэВ и 650÷2504 кэВ, впер-

вые реализовала измерения ядер отдачи 
7
Be. В рамках данной методики были по-

лучены значения сечения реакции при энергиях 701÷3130 кэВ, что существенно 

расширило энергетическую область доступных данных и даже позволило охва-

тить область резонанса. Современные данные по S-фактору, полученные во всех 

“новых” экспериментальных работах, выполненных, начиная с 2004 г., приведены 

на рисунке 4(б). Из рисунка 4(б) видно, что в отличие от “старых” эксперимен-

тальных данных (см. рисунок 4(а)) между “новыми” данными отсутствует явное 

расхождение и их неточности относительно малы. Также очевидна тенденция 

“новых” экспериментов к расширению энергетической границы доступных дан-

ных по S-фактору в сторону более высоких энергий. Однако, область астрофизи-
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чески важных энергий по-прежнему остается недоисследованной из-за экспери-

ментальных сложностей. В этих условиях, так же как и для реакции 
3
H(, )

7
Li, 

особую значимость приобретают микроскопические ядерные модели, позволяю-

щих рассчитывать астрофизический S-фактор в труднодоступной для эксперимен-

та области энергий. 

 Начиная с 1961 г. и по настоящее время был выполнен целый ряд теоретиче-

ских расчетов сечений и астрофизических S-факторов реакций 
3
He(, )

7
Be и 

3
H(, )

7
Li [75–110]. Первые расчеты сечений и S-факторов этих реакций были 

основаны на модели прямого захвата [75–77], в которой учитывается только 

асимптотическая форма волновых функций дискретного и непрерывного спек-

тров, а поведение на малых расстояниях не рассматривается. Более поздние рас-

четы на основе данной модели сделаны в [78–82]. В работах [83–87] произведены 

расчеты S-факторов рассматриваемых реакций в рамках потенциальной кластер-

ной модели, а в [88, 89] и [90, 91] – в рамках ее модифицированного и расширен-

ных вариантов соответственно. В потенциальной кластерной модели ядерная си-

стема разбивается на два точечных кластера, взаимодействующих через эффек-

тивный кластер-кластерный потенциал, подбираемый таким образом, чтобы обес-

печить приемлемое описание свойств связанных состояний и фаз рассеяния. Рас-

четы [75–91] – не микроскопические, поскольку в них не учитывается внутренняя 

структура ядер (кластеров). В [92] произведен полумикроскопический расчет на 

основе микроскопической потенциальной кластерной модели, сочетающей в себе 

МРГ и потенциальную кластерную модель. Микроскопические расчеты сечений и 

S-факторов реакций 
3
He(, )

7
Be и 

3
H(, )

7
Li, базирующиеся на МРГ и различных 

его реализациях с разными потенциалами и внутренними волновыми функциями 

кластеров, выполнены в [93–103]. В этих расчетах используются феноменологи-

ческие нуклон-нуклонные потенциалы, которые подбираются так, чтобы воспро-

изводить некоторые наиболее важные для конкретной задачи свойства связанных 

состояний и состояний рассеяния. Большинство расчетов выполнены в однока-

нальном приближении, однако имелись попытки выхода за его пределы 

[97, 102, 103]. При этом снова требуется модификация феноменологического по-
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тенциала. Наряду с указанными традиционными подходами к рассмотрению ре-

акций 
3
He(, )

7
Be и 

3
H(, )

7
Li, определенные усилия были направлены также и 

на объединение этих подходов с так называемыми ab initio подходами [104, 105], 

использующими реалистические нуклон-нуклонные потенциалы взаимодействия, 

которые воспроизводят данные по нуклон-нуклонному рассеянию и свойства дей-

трона. В таких смешанных подходах нахождение волновых функций дискретного 

спектра, основанное на использовании либо вариационного метода Монте–Карло 

[106, 107], либо оболочечной модели без кора [108, 109], комбинируется с тради-

ционными потенциальными кластерными моделями для волновых функций не-

прерывного спектра. Однако, эти комбинированные подходы не позволили одно-

временно успешно описать нормировку и энергетическую зависимость экспери-

ментальных данных по S-факторам рассматриваемых реакций. В 2011 г. был вы-

полнен первый ab initio расчет S-факторов реакций 
3
He(, )

7
Be и 

3
H(, )

7
Li [110] 

с использованием фермионной молекулярной динамики [111] и реалистического 

эффективного потенциала [112] для нахождения волновых функций дискретного 

и непрерывного спектров. Полученный в [110] S-фактор реакции 
3
He(, )

7
Be со-

гласуется с современными экспериментальными данными, но S-фактор реакции 

3
H(, )

7
Li оказался несколько завышенным по отношению к наиболее полным и 

точным экспериментальным данным [54]. 

  Сравнение результатов теоретических расчетов S-фактора реакции 

3
He(, )

7
Be показывает явное расхождение между ними (см. рисунки 3.8 и 3.9). 

Аналогичная ситуация имеет место и для зеркальной реакции 
3
H(, )

7
Li (см. ри-

сунки 4.8 и 4.9). Результаты экспериментальных исследований, проведенных в 

разные годы, также достаточно далеки от согласия между собой. Кроме того, с 

момента появления в 2004 г. первых современных экспериментальных данных по 

S-фактору реакции 
3
He(, )

7
Be [64] единственный микроскопический расчет S-

факторов рассматриваемых реакций выполнен только в статье [110], в которой 

достигнуто согласие с имеющимися на тот момент современными данными по ре-

акции 
3
He(, )

7
Be, но получено расхождение с наиболее достоверными данными 
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[54] по реакции 
3
H(, )

7
Li. После этого расчета появились еще несколько наборов 

экспериментальных данных по S-фактору реакции 
3
He(, )

7
Be [65–67, 69]. Дан-

ные [65, 66, 69], покрывающие область средних энергий (> 1 МэВ), в совокупно-

сти с данными [74] оказались в расхождении с единственными “старыми” экспе-

риментальными данными [56], покрывающими эту область энергий. В целом, 

данные [56] проявляют более резкую энергетическую зависимость по сравнению с 

современными данными (см. рисунок 5). При этом большинство теоретических 

расчетов S-фактора реакции 
3
He(, )

7
Be, выполненных до появления современ-

ных экспериментальных данных, были нацелены именно на описание экспери-

мента [56]. Таким образом, область средних энергий также оказалась проблема-

тичной, наряду с областью астрофизически важных (низких) энергий, для которой 

в принципе отсутствуют экспериментальные данные. В итоге, совокупность пред-

ставленных выше проблем демонстрирует острую актуальность эксперименталь-

ных и микроскопических теоретических исследований реакций радиационного 

захвата 
3
He(, )

7
Be и 

3
H(, )

7
Li. 

 

 

Рисунок 5. Сравнение “старых” и современных экспериментальных данных по S-фактору ре-

акции 
3
He(,  )

7
Be. 
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 Целью диссертации является построение основанного на АВМРГ микроскопи-

ческого подхода к описанию радиационного захвата в системе легких ядер, рас-

смотрение в рамках данного подхода зеркальных реакций 
3
He(, )

7
Be, 

3
H(, )

7
Li 

и вычисление их астрофизических S-факторов и коэффициентов ветвления в об-

ласти низких и средних энергий. Следует отметить, что до настоящего момента 

единственной работой, в которой эти реакции рассматривались с использованием 

АВМРГ, является статья [101]. Однако, в [101] S-факторы вычислены при одном 

нулевом значении энергии без рассмотрения их энергетической зависимости. 

 Диссертация состоит из введения, четырех глав и заключения. Общий объем 

диссертации составляет 130 страниц, включая 23 рисунка, 5 таблиц и список ли-

тературы из 161 наименования. 

 Во введении обосновывается актуальность темы диссертационной работы, 

формулируется цель диссертационного исследования, дается обзор мировой 

научной литературы по теме исследования, приводятся краткое описание содер-

жания диссертации и сведения об апробации ее результатов. 

 В первой главе подробно изложен математический формализм одноканально-

го варианта АВМРГ, рассмотрены вопросы, касающиеся проведения вычислений 

для двухкластерных систем, и детали численных расчетов. 

 Представлены базисные волновые функции АВМРГ и системы линейных ал-

гебраических уравнений для коэффициентов разложения полных волновых функ-

ций дискретного и непрерывного спектров ядерной системы по этим базисным 

функциям. Коэффициентами перед неизвестными в системах уравнений АВМРГ 

выступают матричные элементы гамильтониана на базисных волновых функциях 

АВМРГ. 

 В качестве ядерного нуклон-нуклонного потенциала выбран модифицирован-

ный потенциал Хазегавы–Нагаты, содержащий центральные обменные, спин-

орбитальные и тензорные силы, координатная зависимость которого имеет вид 

суперпозиции гауссоид. Этот потенциал воспроизводит отталкивание на малых 

расстояниях и притяжение на больших. Кроме того, с ним удается достичь хоро-

шего описания данных по рассеянию легких ядер в широком диапазоне энергий, 
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электромагнитные свойства легких ядер и электромагнитные процессы с их уча-

стием. 

 Приведена методика, сводящая вычисления матричных элементов на волно-

вых функциях трансляционно-инвариантной осцилляторной модели оболочек к 

более простым вычислениям с волновыми функциями обычной осцилляторной 

модели оболочек. 

 Подробно сформулирована техника производящих функций, позволяющая 

изящно и относительно просто вычислять матричные элементы операторов на 

полностью антисимметризованных базисных волновых функциях АВМРГ. Ис-

ходным положением этой техники является соотношение между волновыми 

функциями трехмерного гармонического осциллятора и производящей для них 

функцией. С использованием этого соотношения для базисных функций АВМРГ 

вводится производящая функция многонуклонной системы, после чего строятся 

матричные элементы на производящих функциях, по которым находятся все не-

обходимые матричные элементы на базисных волновых функциях АВМРГ. 

 Детально рассмотрены вопросы вычисления производящих матричных эле-

ментов операторов, представимых в виде суммы одно- и двухчастичных операто-

ров. 

 Отмечены общие свойства матричных элементов оператора кинетической 

энергии и операторов центрального и нецентрального (спин-орбитального, тен-

зорного) взаимодействий в базисе АВМРГ. 

 Изложена техника рекуррентных соотношений, удобная и эффективная для 

реализации численных расчетов матричных элементов на базисных функциях 

АВМРГ. 

 Вторая глава посвящена общему рассмотрению радиационного захвата в 

столкновениях ядер. 

 Представлена и проанализирована общая формула для вероятности перехода 

ядра между связанными состояниями в длинноволновом приближении, приведе-

ны общие выражения для электромагнитных мультипольных операторов. 

 Наиболее важные электрические дипольный и квадрупольный операторы пре-
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образованы к сумме двухчастичных трансляционно-инвариантных операторов, а 

магнитный дипольный оператор – к сумме одно- и двухчастичных операторов, 

что создает значительные удобства при вычислении их матричных элементов на 

базисных волновых функциях АВМРГ. 

 Получено выражение для сечения радиационного захвата, которое в длинно-

волновом приближении выражается через приведенные матричные элементы 

электромагнитных мультипольных операторов. 

 В третьей главе проведено теоретическое исследование реакции радиацион-

ного захвата 
3
He(, )

7
Be в рамках АВМРГ. 

 Рассмотрены общие свойства реакции 
3
He(, )

7
Be при низких и средних энер-

гиях, получена формула для парциальных сечений данной реакции в рамках 

АВМРГ. 

 Приведены внутренние волновые функции кластеров 
4
He и 

3
He, для системы 

4
He + 

3
He вычислены интеграл перекрытия производящих функций, производя-

щие матричные элементы гамильтониана и наиболее важных электромагнитных 

мультипольных операторов: электрических дипольного, квадрупольного и маг-

нитного дипольного операторов. С использованием производящих матричных 

элементов найдены явные выражения для матричных элементов рассматриваемых 

электромагнитных мультипольных операторов на базисных волновых функциях 

АВМРГ. 

 Рассчитаны астрофизические S-факторы реакции 
3
He(, )

7
Be с образованием 

7
Be в основном и первом возбужденном состояниях, а также ее суммарный S-

фактор и коэффициент ветвления. 

 В представленной модели имеется два параметра, допускающих небольшую 

вариацию: осцилляторный радиус, входящий в осцилляторные функции, и интен-

сивность майорановского центрального взаимодействия, входящая в модифици-

рованный потенциал Хазегавы–Нагаты. Значения этих параметров были выбраны 

таким образом, чтобы достичь одновременно хорошего описания современных 

экспериментальных данных по полному S-фактору реакции 
3
He(, )

7
Be и данных 

по фазам упругого рассеяния в системе 
4
He + 

3
He. При этом было получено доста-
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точно хорошее описание современных данных и для коэффициента ветвления, S-

факторов реакции 
3
He(, )

7
Be с образованием 

7
Be в основном и первом возбуж-

денном состояниях. Кроме того, расчетные значения энергий основных состояний 

изотопов гелия, основного и первого возбужденного состояний ядра 
7
Be, порога 

развала 
7
Be на два кластера 

4
He + 

3
He и разности последнего и энергии возбужде-

ния первого возбужденного состояния 
7
Be также оказались вполне разумными. 

 Рассмотрены также другие критерии выбора значений параметров модели, ни 

один из которых не позволил одновременно хорошо описать данные по фазам 

упругого рассеяния 
4
He + 

3
He и S-фактору реакции 

3
He(, )

7
Be. В этом смысле 

указанный выше выбор значений параметров оказался оптимальным. 

 Исследование чувствительности результатов расчетов к вариации параметров 

модели показало, что астрофизический S-фактор реакции 
3
He(, )

7
Be более чув-

ствителен к изменению этих параметров по сравнению с коэффициентом ветвле-

ния. 

 Сравнение расчетов астрофизического S-фактора реакции 
3
He(, )

7
Be, выпол-

ненных в рамках различных микроскопических и полумикроскопических подхо-

дов, друг с другом и с экспериментальными данными показывает, что наш расчет 

в рамках АВМРГ дает наилучшее описание всей совокупности современных и 

наиболее точных экспериментальных данных. 

 В четвертой главе проведено теоретическое исследование реакции радиаци-

онного захвата 
3
H(, )

7
Li на основе АВМРГ. 

 Обсуждаются общие свойства реакции 
3
H(, )

7
Li, делается сопоставление с 

зеркальной реакцией 
3
He(, )

7
Be. 

 Вследствие изотопической инвариантности матричные элементы гамильтони-

ана для зеркальных систем 
4
He + 

3
H и 

4
He + 

3
He отличаются только величинами 

вклада от кулоновского потенциала. Вычисленные для системы 
4
He + 

3
H матрич-

ные элементы электрических дипольного, квадрупольного и магнитного диполь-

ного операторов имеют схожую с соответствующими матричными элементами 

для системы 
4
He + 

3
He зависимость от квантовых чисел, но отличаются значения-

ми некоторых коэффициентов. 
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 Вычислены астрофизические S-факторы реакции 
3
H(, )

7
Li с образованием 

7
Li в основном и первом возбужденном состояниях, суммарный астрофизический 

S-фактор и коэффициент ветвления данной реакции. 

 Расчет со значениями параметров, оптимальными для зеркальной реакции 

3
He(, )

7
Be, позволяет достаточно хорошо описать данные по фазам упругого 

рассеяния в системе 
4
He + 

3
H и дает вполне разумные значения энергий основных 

состояний ядер 
4
He и 

3
H, основного и первого возбужденного состояний ядра 

7
Li, 

порога развала 
7
Li на два кластера 

4
He + 

3
H, а также разности последнего и энер-

гии возбуждения первого возбужденного состояния 
7
Li. Качественно энергетиче-

ское поведение расчетной кривой для полного астрофизического S-фактора согла-

суется с наиболее точными и покрывающими наиболее широкий диапазон энер-

гий экспериментальными данными. Однако, количественно теоретическая кривая 

лежит немного выше. 

 Возникшую трудность можно устранить небольшим варьированием значений 

параметров. В результате удается по-прежнему достаточно разумно описывать 

данные по фазам упругого рассеяния 
4
He + 

3
H, но при этом улучшается описание 

перечисленных выше энергий и достигается очень хорошее согласие расчетных S-

факторов реакции 
3
H(, )

7
Li с образованием 

7
Li в основном и первом возбужден-

ном состояниях, а также суммарного астрофизического S-фактора с наиболее точ-

ными экспериментальными данными. 

 Коэффициент ветвления реакции 
3
H(, )

7
Li демонстрирует хорошее согласие 

с экспериментальными данными для обоих наборов значений параметров. 

 Наряду с этими наборами значений параметров модели, рассмотрены некото-

рые другие варианты выбора значений параметров. Расчеты с использованием 

этих значений не дают одновременно хорошего описания фаз упругого рассеяния 

4
He + 

3
H и S-фактора реакции 

3
H(, )

7
Li. 

 Астрофизический S-фактор реакции 
3
H(, )

7
Li более чувствителен к измене-

нию параметров модели, чем коэффициент ветвления. Аналогичная ситуация 

имеет место и для зеркальной реакции. 

 Так же, как и в случае зеркальной реакции, наш расчет астрофизического S-
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фактора реакции 
3
H(, )

7
Li, выполненный в рамках АВМРГ, наилучшим образом 

согласуется с наиболее точными и покрывающими наиболее широкий диапазон 

энергий экспериментальными данными по сравнению с другими микроскопиче-

скими и полумикроскопическими расчетами. 

 В заключении кратко сформулированы основные научные результаты дис-

сертации, указана ее научная и практическая значимость. 

 По теме диссертационной работы опубликованы девять печатных работ [113–

121], три из которых – в научных журналах [113–115], входящих в перечень рос-

сийских рецензируемых научных журналов, рекомендованных ВАК Министер-

ства образования и науки РФ. Основные результаты работы докладывались и об-

суждались на научных семинарах Центра фундаментальных и прикладных иссле-

дований Всероссийского научно-исследовательского института автоматики имени 

Н.Л. Духова и Воронежского государственного университета, а также были пред-

ставлены на следующих конференциях: 

 VII Научно-техническая конференция молодых ученых “ВНИИА-2013” 

(Москва, Россия, 11–29 марта 2013 г.); 

 VIII Научно-техническая конференция молодых ученых “ВНИИА-2014” 

(Москва, Россия, 7–25 апреля 2014 г.); 

 VI International Conference “Fusion 2014” (New Delhi, India, February 24–28, 

2014); 

 3rd International Workshop on “State of the Art in Nuclear Cluster Physics” 

(Yokohama, Japan, May 26–30, 2014); 

 LXIII International Conference “Nucleus 2013” (Moscow, Russia, October 8–12, 

2013); 

 LXIV International Conference “Nucleus 2014” (Minsk, Belarus, July 1–4, 2014). 
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Глава 1. Формализм алгебраической 

версии метода резонирующих 

групп (АВМРГ) 

1.1. Базисные волновые функции и система уравнений 

АВМРГ 

 В одноканальном двухкластерном варианте МРГ трансляционно-инвариантная 

волновая функция системы A нуклонов ищется в виде [6, 7]: 

  (1) (2)

тр.инв. тр.инв.A ( ) ,N f   q  (1.1) 

где N  – нормировочная постоянная, A – оператор антисимметризации по пере-

становкам всех пар нуклонов, (1)

тр.инв. , (2)

тр.инв.  – внутренние трансляционно-

инвариантные волновые функции кластеров 1 и 2 с массовыми и зарядовыми чис-

лами A1, Z1 и A2, Z2 соответственно, f (q) – волновая функция относительного дви-

жения кластеров, которая зависит от вектора Якоби 

  (1) (2)

ц.м. ц.м
1

1 2

.
2 ,

А А

А А



Rq R  (1.2) 

 ,

1

( )

ц.м.

1
, 1, 2.

iА

i n

ni

i i
А 

 rR  (1.3) 

Из (1.2) видно, что абсолютная величина вектора Якоби пропорциональна рассто-

янию между центрами масс кластеров 1 и 2. В (1.3) суммирование предполагается 

по всем нуклонам i-го кластера, ri,n – радиус-вектор n-го нуклона в i-ом кластере. 

Внутренние волновые функции кластеров обычно считаются фиксированными и 
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выбираются в виде волновых функций нижайших, допустимых принципом Паули, 

состояний трансляционно-инвариантной модели оболочек [12]. Отметим, что ос-

новные трудности при вычислениях в рамках МРГ создает присутствие оператора 

антисимметризации A в функции (1.1). 

 Волновую функцию (1.1) можно разложить в ряд 

  
1 2

0 1 2

(1) (2)

тр.инв. тр.инв.A ( ) ( , )
s sJ J s

ls

JMJ ls J Mls
J J M J s s s l J s

f qN Y    
 

     

       (1.4) 

по спин-угловым функциям [122] 

 
1 2

( , ) ( , ) ,
s

ls JM

JM lm s lm s s

m M

Y C Y 


     
 

     (1.5) 

где J, l, s, M, m,  – полный угловой момент (полный момент количества движе-

ния), относительный орбитальный момент (орбитальный момент относительного 

движения), канальный спин и их проекции соответственно, JM

lm sC   – коэффициент 

Клебша–Гордана [122, 123], ,  – полярный и азимутальный сферические углы, 

задающие ориентацию вектора Якоби q , Ylm (, ) – сферическая функция (гармо-

ника) [122, 123], ( )

тр.инв.

i , 
i is  – радиально-изоспиновая и спиновая волновые 

функции i-го кластера со спином si и его проекцией i, ( )
J Mls

f q  – радиальная вол-

новая функция относительного движения кластеров. Сферические функции опре-

деляются выражением [122, 123]: 

 

1/2

2 1 ( )!
( , ) ( 1) (cos ) , 0,

4 ( )!

m m im

lm l

l l m
Y P e m

l m

  


  
   

 
 (1.6) 

 
, ( , ) ( 1) ( , ), 0.m

l m lmY Y m   

      

Присоединенные полиномы Лежандра (cos )m

lP   [124–126], в свою очередь, связа-

ны с обычными полиномами Лежандра (cos )lP   [124–128] соотношением 

[125, 126, 129] 

  2(cos ) 1
(cos ) sin sin cos 1 .

( cos ) 2 ! ( cos )

m l m
l

m m ml
l m l l m

d P d
P

d l d


   

 




    (1.7) 

В случае положительной четности состояния  в (1.4) проводится суммирование 
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только по четным значениям l, а в случае отрицательной четности – только по не-

четным l. Разложение (1.4) позволяет получить интегро-дифференциальное урав-

нение относительно ( )
J Mls

f q , которое рассматривается в традиционной формули-

ровке МРГ [6, 7]. Решение этого уравнения является весьма сложной вычисли-

тельной задачей, требующей громоздких численных расчетов. 

 Численного решения сложного интегро-дифференциального уравнения МРГ 

можно избежать с помощью АВМРГ [8, 9]. В основе АВМРГ лежит разложение 

волновой функции относительного движения кластеров в ряд [8, 9, 15–19] 

 
0

) ( )( lJ MlsJ Mls
C f qf q  







  (1.8) 

по полному набору нормированных радиальных осцилляторных функций (ради-

альных волновых функций трехмерного гармонического осциллятора) 

 ( 1/2) 2 2

( )/2( ) ( )exp( / 2),l l

l l lf q N q L q q  


   (1.9) 

 
 
 

( )/2

0 3

0

2Г ( 2) / 2
/ , ( 1) ,

Г ( 3) / 2

l

l

l
q q r N

r l








  
  

 
  

где r0 – осцилляторный радиус,  – полное число осцилляторных квантов,   – 

гамма-функция [124], 1/2

( )/2

l

lL



 – обобщенный полином Лагерра [124, 125, 128]. В 

результате волновая функция (1.4) записывается в виде разложения [8, 15–19] 

 
1 2

0 1 2 0

(тр.инв.)
s sJ J s

J Mls J Mls
J J M J s s s l J s

C   
 

  

      

        (1.10) 

по трансляционно-инвариантным функциям 

  (тр.инв.)

тр.инв. тр.инв.

(1) (2)A ( ) ( , )
J Mls J ls

ls

l JMN f q Y        (1.11) 

и задача нахождения функции относительного движения ( )
J Mls

f q  сводится к за-

даче нахождения неизвестных коэффициентов разложения 
J Mls

C  
. В разложении 

(1.10) 0 – минимальное, допустимое принципом Паули, число осцилляторных 

квантов. 

 Исходную волновую функцию (1.1) можно также представить в виде разложе-

ния 
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0

(тр.инв.)

, ,

lms ms

s l m

lC 
 










   (1.12) 

по трансляционно-инвариантным функциям 

  (1 2)

тр.инв

(тр.

.,

инв.) A ( ) ,lms s lmlsN f      q  (1.13) 

 ( ) ( ) ( , ),lm l lmf f q Y   q  (1.14) 

 
1 2

(1 2) (1) (2) ( ) ( )

тр.инв., тр.инв., тр.инв., тр.инв., тр.инв., , 1, 2,
i i i i

s
i i

s s s s s i  
            (1.15) 

которые связаны с функциями (1.11) соотношением 

 (тр.инв.) (тр.инв.).JM

lm s lms

m
J Mls

M

C  



 

    (1.16) 

Функции (1.11) и (1.13) называются базисными волновыми функциями АВМРГ 

соответственно в (JMls)- и (lms)-представлениях. 

 Подставляя (1.10) в проектированное многочастичное уравнение Шредингера, 

получим для неизвестных коэффициентов разложения бесконечную систему ли-

нейных однородных алгебраических уравнений: 

  
0

0 0

,

0, , 2,...,ss ll J Mls
s l

J Mls H J Mls E C 

 
 

 

       




        (1.17) 

в которой H и E – гамильтониан и полная энергия рассматриваемой ядерной си-

стемы соответственно. 

 Задача вычисления многочастичных матричных элементов в базисе функций 

АВМРГ (1.11) является наиболее трудоемкой вследствие антисимметризации. Не 

будет преувеличением заключить, что эта задача является центральной при реали-

зации расчетов в АВМРГ. 

1.2. Гамильтониан ядерной системы 

 Для ядерной системы, состоящей из A нуклонов, трансляционно-

инвариантный гамильтониан внутреннего движения H имеет вид: 

 ц.м. кул я ,H T T V V     (1.18) 
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где 

  
2

2

ц.м.

12

A

i j

i j

T T
mA  

      (1.19) 

– оператор кинетической энергии, 

 
2

кул 3, 3,

1

1 1

2 2

A

i j

i j ij

e
V t t

r 

  
    

  
  (1.20) 

– оператор кулоновского взаимодействия протонов, в которых e – элементарный 

заряд (e > 0), ћ – постоянная Планка, m – масса нуклона. Для описания ядерного 

взаимодействия нуклонов будем использовать модифицированный потенциал Ха-

зегавы–Нагаты [130–132] 

 я ц т ,lsV V V V    (1.21) 

содержащий центральную обменную 

  ц ц, ц, ц ц, ц ц, ц, ц, ц

3
2

1

,

1

( ,1 ) exp( )n n n n ij ij n ij n ij n ij

n

A

i j

V w g m g m P P b P PV h r    
 

        (1.22) 

спин-орбитальную 

  
2

2

1

, , , ,

1

[ ]( )exp( )
A

l ls ls n ls n ls n ij ij ij i j l

j n

s s n i

i

jV g V w h P r 
  

     r p s s  (1.23) 

и тензорную 

   т т т, т, т, т,

3
2 2

11

4 3( )( ) ( ) exp( )n n n ij i ij j ij i j ij n ij

n

A

i j

g V w h P rV  
  

   s r s r s s r   (1.24) 

компоненты, в которых r и p = –iћ – радиус-вектор и оператор импульса нукло-

на соответственно,  – оператор набла, rij = ri – rj – радиус-вектор относительного 

движения i-го и j-го нуклонов, pij = pi – pj – относительный импульс i-го и j-го 

нуклонов, s = (x, y, z)/2 (t = (1, 2, 3)/2) – оператор спина (изоспина) нуклона, 

компонентами которого являются матрицы Паули, действующие на спиновую 

(изоспиновую) волновую функцию нуклона, 
ijP , 

ijP  – операторы обмена проекци-

ей спина  и изоспина  между i-ым и j-ым нуклонами. Остальные величины яв-

ляются параметрами потенциала, значения которых приведены в таблице 1.1 за 

исключением значений варьируемых параметров gц, gls, gт, имеющих смысл ин-
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тенсивностей майорановских центральных обменных, спин-орбитальных и тен-

зорных сил соответственно, введение которых в потенциал Хазегавы–Нагаты 

[130–132] обусловлено некоторой неопределенностью значений его параметров. 

Небольшое варьирование этих параметров в определенной мере позволяет ком-

пенсировать неточность модели. О величинах параметров gц, gls, gт речь пойдет в 

третьей и четвертой главах. 

 

Таблица 1.1. Параметры модифицированного потенциала Хазегавы–Нагаты. 

Параметр n = 1 n = 2 n = 3 

ц, nw  –0.2361 0.424 0.4474 

ц,nm  1.1528 0.4057 0.3985 

ц,nb  0.5972 0.1401 0.1015 

ц,nh  –0.5139 0.0302 0.0526 

ц, (МэВ)nV  –6 –546 1655 
2

ц, (фм )n   0.16 1.127 3.4 

,ls nw  0.5 0.5 – 

,ls nh  –0.5 –0.5 – 

, (МэВ)ls nV  –1519 1918 – 

,

2( м )фls n   3 5 – 

т, nw  0.3277 0.4102 0.5 

т, nh  0.6723 0.5898 0.5 

т, ( В)МэnV  –1696 –369.5 1688 
2

т, (фм )n   0.53 1.92 8.95 

 

 Координатная зависимость выбранного потенциала парного нуклон-

нуклонного взаимодействия имеет вид суперпозиции гауссоид. Этот потенциал 

воспроизводит отталкивание на малых расстояниях и притяжение на больших. 

Кроме того, с ним удается достичь хорошего описания данных по рассеянию лег-

ких ядер в широком диапазоне энергий [131, 132], электромагнитные свойства 

легких ядер [130, 133] и электромагнитные процессы с их участием [98]. 

 Для дальнейших вычислений более удобно записать потенциалы (1.22)–(1.24) 

в следующем виде: 
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3
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2

ц ц, ц, ц, ц, ц,

1

exp( / ),
n

A

n n ij n ij n ij ij ij n

i j

V P P P P r a      
  

      (1.25) 

  
1 1

2

,

2

, , [ ]( ) ,exp( / )
A

ls ls n ls n ij ij ls n

i

ij ij i j

j n

V P r a 
  

    r p s s  (1.26) 

   2 2
3

т

1

т, т, т,

1

4 3( )( ) ( ) exp( / ,)
A

ij i ij j ij in n n

n

j ij ij

i j

V P r a 
  

    s rs srsr  (1.27) 

где 

 ц, ц, ц, ц ц, , т, т, т, т,,(1 ) , , ,lsn n n n ls n ls n l n ns n nV w g m g V w g V w         (1.28) 

 ц, ц, ц, ,n n nV b    

 ц, ц, ц, т, т т,, , , т,, , ,n n n ls n lls n nn ls ns nV h g V h g V h          

 ц, ц ц, ц, ,n n ng V m     

 т,ц, ц, , , т,1/ , 1/ , 1 ./n n ls n ls n n na a a       

 Асимптотическое поведение матричных элементов гамильтониана в осцилля-

торном представлении [15, 134] позволяет свести бесконечную систему уравне-

ний (1.17) к конечной. Основные особенности этого поведения заключаются в 

следующем: диагональные матричные элементы гамильтониана содержат слагае-

мые, которые не зависят от числа осцилляторных квантов  и соответствуют 

внутренним энергиям кластеров; матричные элементы оператора кинетической 

энергии асимптотически линейно возрастают с увеличением  ; матричные эле-

менты потенциала V = (Vкул + Vя) быстро убывают при удалении от главной 

диагонали, в то время как вдоль и вблизи нее убывают медленно. 

1.3. Система уравнений АВМРГ для дискретного спектра 

 При решении задачи на связанные состояния системы (дискретный спектр), 

когда ядерные кластеры при движении находятся на конечном расстоянии друг от 

друга, т.е. совершают финитное движение, в разложении искомой волновой 

функции (1.10) ограничиваются конечным числом слагаемых. Формально, это со-
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ответствует тому, что все старшие коэффициенты разложения полагаются равны-

ми нулю. В результате из (1.17) получаем конечную систему линейных однород-

ных алгебраических уравнений [15]: 

  
0

макс
(д)

0 0 макс

,

0, , 2,..., ,ss ll J Mls
s l

J Mls H J Mls E C 

 
 



 

        


       (1.29) 

где макс – достаточно большое число осцилляторных квантов, такое что в (1.17) 

всеми членами с  > макс можно пренебречь. Полученная система (1.29) имеет 

решения при значениях полной энергии, равных собственным значениям укоро-

ченной (,   ≤ макс) матрицы гамильтониана. Связанным состояниям отвечают 

отрицательнозначные величины энергии относительного движения кластеров. 

При выборе величины макс руководствуются следующими соображениями: даль-

нейшее увеличение макс не должно приводить к заметному изменению энергии 

соответствующего связанного состояния. В координатном представлении область 

аппроксимации искомой функции конечной суммой ряда по осцилляторным 

функциям растет с ростом макс как макс . 

1.4. Система уравнений АВМРГ для непрерывного спектра 

 В задаче непрерывного спектра, когда ядерные кластеры при своем движении 

могут удаляться друг от друга на сколь угодно большие расстояния, т.е. соверша-

ют инфинитное движение, отбрасывание в разложении волновой функции (1.10) 

слагаемых с большими значениями  привело бы к нарушению асимптотического 

поведения волновой функции. Однако, его можно правильно учесть, заменив ко-

эффициенты разложения, начиная с некоторого большого  = ас, соответствую-

щими асимптотическими выражениями [9, 26]: 

    (ас) 0
0 0 0 03

0

8 (2 1)
cos , sin , .J l l J l lJ Mls

l r
C F kr q G kr q

k q

m
 


   


     (1.30) 

Здесь 
0 2 3q    – безразмерная точка поворота осцилляторной функции (изме-
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ряемая в единицах осцилляторного радиуса), Fl, Gl – кулоновские функции [124, 

125], 
ц.м.2 /k mE  – волновое число, 2

1 2 1 2 1 2 ц.м./ 2( )e Z Z mA A A A E    – ку-

лоновский параметр, Eц.м. = E – Eвнутр – энергия относительного движения сталки-

вающихся кластеров (ядер) в системе центра масс, Eвнутр – сумма внутренних 

энергий кластеров, Jl – ядерная фаза (фазовый сдвиг). В результате (1.17) сводит-

ся к конечной системе линейных неоднородных алгебраических уравнений [15]: 

  
ас

0

2
(н)

,

,ss ll J Mls J Mls
s l

J Mls H J Mls E C F 


 

  
 

    




   (1.31) 

0 0 ас, 2, , ,      

 
макс

ас

(ас)

,

,
J Mls J Mls

s l

F J Mls H J Mls C 


 

 
 

 


   (1.32) 

где макс – число осцилляторных квантов, достаточно большое для того чтобы в 

(1.32) всеми слагаемыми с  > макс можно было пренебречь. Уравнения (1.31) об-

разуют замкнутую систему для нахождения неизвестных коэффициентов (н)

J Mls
C  

 

при  < ас и ядерной фазы δJl. 

 Следует отметить, что выражение (1.30) получено для волновой функции не-

прерывного спектра, нормированной на единичную плотность потока вероятно-

сти. Кроме того, более точные по сравнению с (1.30) асимптотические выражения 

для коэффициентов разложения приведены в работах [14, 135, 136]. 

1.5. Внутренние волновые функции кластеров 

 При вычислениях в рамках АВМРГ в качестве внутренних волновых функций 

кластеров ( )

тр.инв.

i  (i = 1, 2) обычно используют волновые функции нижайших, до-

пустимых принципом Паули, состояний трансляционно-инвариантной осцилля-

торной модели оболочек [12] с тем же значением осцилляторного радиуса, что и в 

функциях fl (q) (1.9). Для того чтобы упростить вычисления матричных элемен-

тов операторов на базисных функциях АВМРГ (1.11), внутренние трансляционно-
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инвариантные волновые функции кластеров нужно выразить через волновые 

функции обычной (трансляционно-неинвариантной) осцилляторной модели обо-

лочек 
( )i  (i = 1, 2) [12], которые представимы в виде антисимметризованных про-

изведений волновых функций одночастичных состояний нуклонов. Используя в 

вычислениях волновые функции обычной осцилляторной модели оболочек с по-

следующим выделением движения центра масс системы, можно относительно 

легко получать все необходимые матричные элементы. 

 Из теоремы Бете–Роуза–Эллиотта–Скирма (теорема БРЭС) [12, 137, 138] сле-

дует, что волновые функции нижайших среди разрешенных принципом Паули со-

стояний обычной и трансляционно-инвариантной осцилляторных моделей оболо-

чек связаны равенством 

 
ц.м.

2
( )

( ) ( )

тр.инв

0

. e , 1
2

xp , 2.

i

i i iA
i

r
 

  
    
   

R
 (1.33) 

В данном равенстве экспоненциальный множитель представляет собой осцилля-

торную волновую функцию нулевых колебаний центра масс кластера. 

 Отметим, что описание системы A нуклонов в рамках трансляционно-

инвариантной осцилляторной модели оболочек с помощью координат Якоби 

[7, 12], соответствующих разбиению системы на две подсистемы с A1 и A2 нукло-

нами (A = A1 + A2), приводит к тому, что полный гамильтониан системы записыва-

ется в виде суммы гамильтонианов трансляционно-инвариантной осцилляторной 

модели оболочек для первой и второй подсистем и осцилляторного гамильтониа-

на относительного движения центров масс этих подсистем. В результате волно-

вые функции трансляционно-инвариантной осцилляторной модели оболочек, 

описывающие состояния данной системы A нуклонов, сводятся к произведению 

волновых функций трансляционно-инвариантной осцилляторной модели оболо-

чек, описывающих подсистемы с A1 и A2 нуклонами, и осцилляторной волновой 

функции их относительного движения, зависящей от вектора Якоби (1.2) [7, 12]. 

Отсюда следует, что полные волновые функции системы, состоящей из двух кла-

стеров с A1 и A2 нуклонами, в рамках АВМРГ представляют собой, фактически, 
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разложения по собственным волновым функциям трансляционно-инвариантной 

осцилляторной модели оболочек для данной системы. Однако, в АВМРГ при опи-

сании внутреннего состояния кластеров ограничиваются только одной волновой 

функцией трансляционно-инвариантной осцилляторной модели оболочек, в то 

время как волновая функция относительного движения раскладывается по полно-

му набору многочастичных осцилляторных функций. 

1.6. Техника производящих функций 

 Задача вычисления матричных элементов на полностью антисимметризован-

ных базисных волновых функциях АВМРГ (1.13) является достаточно сложной. 

Однако, разработан изящный способ ее решения, называемый техникой произво-

дящих функций [8, 15–17, 19]. Этот способ заключается в следующем: для базис-

ных функций (1.13) вводится производящая функция, после чего строятся мат-

ричные элементы на производящих функциях, с помощью которых вычисляются 

матричные элементы на базисных функциях (1.13). Матричные элементы на ба-

зисных функциях (1.11) получаются из матричных элементов на базисных функ-

циях (1.13) путем применения соотношения (1.16). 

 Основой техники производящих функций является соотношение между волно-

выми функциями трехмерного гармонического осциллятора (1.14) и производя-

щей для них функцией 

 
2 21 1

exp
2 4

q R
 
   
 

qR  (1.34) 

(все длины измеряем в единицах осцилляторного радиуса), которое имеет вид: 
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 R Rq qR n n  (1.35) 
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 (1.36) 

где R – генераторный параметр. Из (1.35) следует, что функция 
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 (1 2) 2 2

тр.инв.

(тр.инв.

,

) 1 1
( ) A exp

2 4
s s q R    

      
  

R qR  (1.37) 

является производящей для базисных волновых функций АВМРГ (1.13), т.е. 

 
(тр.инв.)

0

(тр.инв.)( ) ( ) .lms l s lm

R

A Y d
R



  




  

  R RR n n  (1.38) 

Константа lA  отличается от lA  (1.36) вследствие наличия нормировочной кон-

станты lsN   (см. (1.13)). 

 Перейдем от функций (1)

тр.инв., s , (2)

тр.инв., s  и (тр.инв.)

lms  к функциям (1)

s , (2)

s  и 

lms  соответственно, которые связаны между собой соотношением (1.33). Этот 

переход обусловлен тем, что вычисления с волновыми функциями обычной ос-

цилляторной модели оболочек оказываются значительно проще. В результате из 

(1.33) и (1.37) следует, что функция 

 (1 2) 21
( ) A exp

4
s s R 

  
    

  
R qR  (1.39) 

является производящей для функций 
lms , т.е. 
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  R RR n n  (1.40) 

 Для дальнейших вычислений удобно сделать замену генераторного параметра 

 1 2 1 2/ ( ) .A A A A R R  (1.41) 

Тогда (1.39) приобретает вид: 
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Преобразуем это выражение: 
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где Rц.м. – радиус-вектор центра масс всей системы. Функция (1.43) содержит 

движение общего центра масс в виде осцилляторной волновой функции нулевых 

колебаний 

  ц.м.

2

1 2exp ( ) / 2 .A A  R  (1.44) 

Как следствие, в функции 
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движение общего центра масс описывается функцией 
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2 2 2
ц.м. 1 2 ц.м. ц.м.

1 2 1 2

1 1
( ) exp ( ) .

2 4

A A
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R R R   (1.46) 

Функция (1.45) является более удобной для вычислений, поскольку имеет более 

простую, чем функция (1.42), зависимость от одночастичных координат. Для того 

чтобы еще больше упростить функцию (1.45), в качестве первого кластера нужно 

рассматривать кластер, содержащий большее число нуклонов. 

 Движение центра масс системы входит в матричные элементы трансляционно-

инвариантного оператора V на функциях (1.45) в виде интеграла перекрытия 

 

3/2
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2
ц.м. ц.м.

1 2 1 2
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Q R QR  (1.47) 

Матричные элементы этого оператора на производящих функциях (1.37), генери-

рующих трансляционно-инвариантный базис АВМРГ (1.13), получаются из мат-

ричных элементов на функциях (1.45) путем деления на интеграл перекрытия 

(1.47): 
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f f i i
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Q R
Q R

Q R
 (1.48) 

Здесь i, f – индексы начального и конечного состояний. В соответствии с (1.38) 

матричные элементы на трансляционно-инвариантных базисных волновых функ-

циях АВМРГ (1.13) связаны с матричными элементами (1.48) на производящих 

функциях (1.37) соотношением 
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Константы lA  очевидным образом отличаются от lA  вследствие замены генера-

торного параметра (1.41). Кроме того, отметим, что домножение производящей 

функции на константу, т.е. преобразование 

 
(тр.инв.) (тр.инв.)( ) ( ) / ,s s C  R R  (1.50) 

не меняет вида формулы (1.49) за исключением конкретных значений величин 

.lA  Поэтому в дальнейшем выбор C определяется из соображений упрощения за-

писи выражений для производящих матричных элементов, которые будем обо-

значать 
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Выражение (1.49) для матричных элементов можно записать в следующем наибо-

лее удобном для вычислений конечном виде: 

 f f f f f i i i i il m s V l m s     (1.52) 
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в котором величины ls обеспечивают нормировку и определяются условием 
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   Q R Q Rn Q R n n n  (1.53) 

вытекающим из условия ортонормированности базисных волновых функций 

АВМРГ (1.13). Отметим, что из (1.52) следует обратное соотношение, выражаю-

щее производящие матричные элементы через матричные элементы на базисных 

волновых функциях АВМРГ (1.13): 

 , ,f f i is V s  Q R  (1.54) 
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Если в (1.54) под V подразумевать единичный оператор, то с учетом ортонорми-

рованности функций (1.13) и теоремы сложения для полиномов Лежандра, запи-

санной в терминах сферических функций [123, 129] 
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 Q R Q Rn n n n  (1.55) 

получаем следующее выражение для интеграла перекрытия производящих функ-

ций: 
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 Q RQ R n n  (1.56) 

Полученное выражение диагонально по квантовым числам s,  и не зависит от . 

Также весьма существенно, что зависимость от направления векторов Q и R вхо-

дит в (1.56) в виде скалярного произведения (nQnR) соответствующих им единич-

ных векторов. Это позволяет упростить (1.53), частично выполнив в нем интегри-

рование. Действительно, просуммировав обе части (1.53) по m от –l до l, разделив 

на 2l + 1 и используя (1.55), получаем: 
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   Q R  (1.57) 

где t = (nQnR) = cosQR, QR – угол между векторами Q и R. 

 Матричные элементы на нормированных базисных волновых функциях (1.11) 

можно выразить через матричные элементы на нормированных базисных волно-

вых функциях (1.13) путем применения формулы (1.16): 

 f i

f f f f f i i i i iJ M l s V J M l s
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Подставляя сюда выражение (1.52), получим: 
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Таким образом, для вычисления матричных элементов оператора V на базисных 

волновых функциях АВМРГ (1.11) по формуле (1.59) необходимо сначала вычис-

лить матричные элементы этого оператора на производящих функциях (1.37), ко-

торые затем нужно проинтегрировать со сферическими функциями. Полученное 

выражение суммируется с коэффициентами Клебша–Гордана и, наконец, в соот-

ветствии с (1.59) дифференцируется по генераторным параметрам Q и R. 

1.7. Производящие матричные элементы оператора, 

представимого в виде суммы одно- и двухчастичных 

операторов 

 Функции вида (1.45) представляют собой антисимметризованные произведе-

ния одночастичных функций: 
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 R r r r  (1.61) 
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Для простоты записи генераторные параметры R и Q в одночастичных функциях 

не пишем. Представим функции (1.61) и (1.62) в виде определителей (детерми-

нантов) Слэтера: 
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где 1 2({ , , , })AP j j j  – четность перестановки 1 2{ , , , }Aj j j  индексов {1,2, , }A . 

Предполагаем, что в (1.63), (1.64) функции одночастичных состояний преобразо-

ваны таким образом, чтобы удовлетворять условию ортогональности 

 .k j kj    (1.65) 

Это условие не всегда оказывается выполненным для одночастичных функций в 

(1.61), (1.62). Однако, условие (1.65) можно удовлетворить, используя свойства 

определителя и преобразуя с их помощью одночастичные функции. 

 Относительно просто вычисляются матричные элементы на функциях (1.63), 

(1.64) для оператора, представимого в виде суммы двухчастичных операторов 
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( , ),
A

k j

V V k j
 

   (1.66) 

где V (k, j) – двухчастичный оператор, относящийся к k-ому и j-ому нуклонам 

(частным случаем такого оператора является одночастичный оператор V ( j)). Опе-

ратором вида (1.66) является, например, гамильтониан (1.18), рассматриваемый в 

настоящей работе. Общая формула для вычисления матричных элементов опера-

тора (1.66) на функциях (1.63), (1.64) может быть записана в виде [7, 12]: 
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   Q r r r rR  (1.67) 
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 r r r r   

Ключевым моментом при получении данной формулы является именно условие 

ортогональности (1.65). В отличие от функций (1.63) и (1.64), каждая из которых 

содержит A! слагаемых, формула (1.67) содержит A(A – 1)/2 слагаемых, что весьма 

существенно при вычислении матричных элементов. По формуле (1.67) все необ-
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ходимые матричные элементы на функциях (1.63), (1.64) находятся путем после-

довательного перебора всех возможных пар одночастичных состояний и вычис-

лением двухчастичных матричных элементов. После этого, если оператор (1.66) 

является трансляционно-инвариантным, используя соотношение (1.48), получаем 

матричные элементы уже на производящих функциях (1.37), из которых, в свою 

очередь, по формулам (1.52), (1.59) следуют матричные элементы на базисных 

волновых функциях АВМРГ. 

 В случае оператора 
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V V j


  (1.68) 

являющегося суммой одночастичных операторов V ( j), имеет место более простая, 

чем (1.67), формула: 
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   Q r rR  (1.69) 

 Рассматриваемые в настоящей работе операторы имеют либо вид (1.66), либо 

сводятся к совокупности операторов (1.66) и (1.68). 

1.8. Матричные элементы операторов кинетической 

энергии и центрального взаимодействия в базисе 

АВМРГ 

 Матрицы оператора кинетической энергии (1.19) и операторов кулоновского 

(1.20) и центрального ядерного (1.22) взаимодействий диагональны по квантовым 

числам l, m, s,  и не зависят от m,  : 

 ,
f i f i f i f if f f f f i i i i i i i f i i i l l s s m ml m s V l m s l s V l s            (1.70) 

где величина 
i i f i i il s V l s   является аналогом приведенного матричного эле-

мента из теоремы Вигнера–Эккарта [122]. Таким образом, отличные от нуля мат-

ричные элементы (1.70) в соответствии с (1.52) имеют вид: 
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 i i i i f i i i i i i i f i i il m s V l m s l s V l s      (1.71) 
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 Исследуем зависимость производящих матричных элементов рассматривае-

мых в данном разделе операторов от направления генераторных параметров Q и 

R. С учетом (1.70) и теоремы сложения для полиномов Лежандра (1.55) соотно-

шение (1.54) для производящих матричных элементов преобразуется к следую-

щему виду: 

 , ,f f i is V s  Q R  (1.72) 
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Получаем, что полином Лежандра Pl (t), где t = (nQnR) = cosQR, определяет зави-

симость производящего матричного элемента (1.72) от направлений векторов Q и 

R. 

 В результате, выполняя те же действия, что и при переходе от условия (1.53) к 

условию (1.57), получаем для матричных элементов (1.71) упрощенное выраже-

ние: 

 i i i i f i i i i i i i f i i il m s V l m s l s V l s      (1.73) 
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Переходя от матричных элементов (1.70) к матричным элементам в базисе 

АВМРГ (1.11) с использованием соотношения (1.16), получаем: 
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Таким образом, матричные элементы (1.73) и (1.74) операторов, удовлетворяю-

щих условию (1.70) (единичный оператор, оператор кинетической энергии, опера-
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торы кулоновского и центрального ядерного взаимодействий), в базисе АВМРГ 

пропорциональны производной по Q и R от интеграла по t, в который, что весьма 

существенно, входят полиномы Лежандра Pl (t). Кроме того, матричные элементы 

(1.74) диагональны по квантовым числам J, M, l, s и не зависят от J, M. 

1.9. Матричные элементы операторов спин-орбитального и 

тензорного взаимодействий на базисных функциях 

АВМРГ 

 Основной целью данного раздела является приведение матричных элементов 

(1.59) операторов спин-орбитального (1.26) и тензорного (1.27) взаимодействий к 

виду, аналогичному (1.74) для матричных элементов оператора центрального вза-

имодействия, т.е. когда матричные элементы выражаются через производную по 

Q и R от интеграла по t = cosQR (подобное преобразование было выполнено, 

например, в работах [15, 19, 139]). Это позволит обобщать методики расчета мат-

ричных элементов потенциалов центральных взаимодействий на потенциалы не-

центральных спин-орбитального и тензорного взаимодействий, что очень удобно, 

поскольку дает возможность вычислять матричные элементы гамильтониана си-

стемы на единой основе. 

 Рассмотрим оператор спин-орбитального взаимодействия 
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ls kj kj kj

k j
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  l s  (1.75) 

в котором V (rkj) есть некоторая функция от rkj и изоспиновых переменных k-го и j-

го нуклонов, [ ]kkj kjj l pr , kj k j s s s  – орбитальный момент относительного 

движения и суммарный спин k-го и j-го нуклонов соответственно. Частным случа-

ем оператора (1.75) является оператор (1.26). Скалярное произведение (ls) непри-

водимых тензорных операторов первого ранга l и s можно записать в виде непри-

водимого тензорного произведения нулевого ранга соответствующих тензорных 
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операторов [122]: 
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  ls  (1.76) 

в котором b1 – циклические компоненты вектора b [122, 123]: 

 1,0 1, 1

1
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2
z x yb b b b ib    (1.77) 

 Исследуем матричные элементы (1.52) оператора спин-орбитального взаимо-

действия (1.75) на базисных волновых функциях АВМРГ (1.13). Этот оператор не 

меняет значений относительного орбитального момента и канального спина. По-

ложим в (1.52) lf = li = l, sf = si = s. Из теоремы Вигнера–Эккарта [122] следуют 

формулы: 
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В формуле (1.78) предполагается, что внутренние волновые функции кластеров 

имеют сферически симметричные координатные части. В результате получаем 

для матричных элементов (1.52) оператора (1.75) следующую зависимость от про-

екций относительного орбитального момента и канального спина [139]: 
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где 
a b c

d e f

 
 
 

 – 3j-символ Вигнера [122, 123]. 

 Теперь приступим к исследованию производящих матричных элементов (1.54) 

оператора спин-орбитального взаимодействия (1.75). Подставляя (1.80) в (1.54), 

получаем следующее выражение для производящих матричных элементов опера-

тора (1.75) [139]: 
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 Q RQ R n n   (1.81) 

Функция ( )t , зависящая также от генераторных параметров Q, R и канального 
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спина, связана с приведенными матричными элементами оператора (1.75) соот-

ношением 
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в котором коэффициенты j имеют вид: 

 1 2 1 1

2(2 1) 2 1
(2 1) , 0, ( 2, ,1).

3 ( 1) 2 3
l l j j

l j
l j l

l l j
      

 
     

 
  (1.83) 

 Для дальнейших вычислений функцию ( )t  удобно представить в виде ряда 
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с коэффициентами aj, являющимися функциями канального спина s и генератор-

ных параметров Q, R. Кроме того, окажется полезным соотношение: 
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  (1.85) 

Для того чтобы получить данное соотношение необходимо в разложении функции 

( )t  (1.84) выразить полиномы Лежандра Pj (t) через присоединенные полиномы 

Лежандра [125, 126] 

 2 1 1

1 1(2 1) 1 ( ) ( ) ( ),j j jj t P t P t P t      (1.86) 

умножить ( )t  на функцию 2 11 ( )lt P t , проинтегрировать по t от –1 до 1 и, 

наконец, учесть условие нормировки [125, 126] 
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  (1.87) 

 Изотропия пространства приводит к диагональности матричных элементов 

(1.59) оператора спин-орбитального взаимодействия (1.75) на базисных волновых 

функциях АВМРГ (1.11) по квантовым числам J, M и их независимости от M. Это 

справедливо и для величины (1.60). Поэтому положим в (1.59), (1.60) Jf = Ji = J, 

Mf = Mi = M. После этого подставим (1.81) в (1.60), просуммируем обе части (1.60) 

по всем возможным значениям M и разделим на 2J + 1. Затем, выражая коэффи-

циенты Клебша–Гордана через 3j-символы и используя формулу для интеграла от 
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произведения трех сферических функций [122, 123], в (1.60) можно произвести 

суммирование по проекциям относительного орбитального момента и канального 

спина, а также частично осуществить интегрирование: 
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где 
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d e f

 
 
 

 – 6j-символ Вигнера [122, 123]. После подстановки в (1.88) явных 

выражений 
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полученных с использованием формул из [123], будем иметь: 
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С учетом (1.85) формула (1.91) преобразуется следующим образом: 
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  (1.92) 

Интегрируя (1.92) по частям и используя соотношение [126] 

 2 11 ( ) ( 1) ( ),l l

d
t P t l l P t

dt
     (1.93) 

приводим величину ( , )i fI Q R  к следующему окончательному виду [139]: 
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  (1.94) 

где ( )t  – первообразная функции ( )t . 

 Таким образом, после подстановки (1.94) в (1.59) получаем выражение для 

матричных элементов оператора (1.75), аналогичное выражениям (1.73) и (1.74) 

для матричных элементов оператора центрального взаимодействия, т.е. пропор-

циональное производной по Q и R от интеграла по t, в который входит некоторая 
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функция, умноженная на полином Лежандра Pl (t). Следовательно, для расчета 

матричных элементов оператора спин-орбитального взаимодействия можно при-

менять методы расчета матричных элементов оператора центрального взаимодей-

ствия, который не меняет значения проекций относительного орбитального мо-

мента и канального спина. Следует отметить, что использование формулы (1.94) 

значительно упрощает вычисление матричных элементов оператора спин-

орбитального взаимодействия на базисных волновых функциях АВМРГ [139]. 

Сначала вычисляется производящий матричный элемент этого оператора для од-

ной конкретной пары возможных значений проекции канального спина, затем с 

применением формулы (1.81) из производящего матричного элемента выделяется 

функция ( )t , находится ее первообразная ( )t  и, наконец, по формулам (1.94) и 

(1.59) рассчитываются все необходимые матричные элементы оператора спин-

орбитального взаимодействия на базисных волновых функциях АВМРГ (1.11). 

 Теперь перейдем к рассмотрению оператора тензорного взаимодействия 

 2

т

1

1
( )( ) ( )

3
( ) ,i ij j ij i j

A

ij

i j

ijV V r
 

 
 

 
  s r s r s s r  (1.95) 

где оператор V(rij) зависит от rij и изоспиновых переменных i-го и j-го нуклонов. 

Частным случаем оператора (1.95) является оператор (1.27). Слагаемые, входящие 

в (1.95), можно представить в виде неприводимых тензорных произведений нуле-

вого ранга двух неприводимых тензоров второго ранга: 

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

2 2

,1 ,1 1 1 ,1 ,1 1 1 2 2

, , ,

0 2

, ,

0 1
( )( ) ( )

3
5 .m m

i j ij ij m m

m m

i ij j ij i j ijs s C C Cr r       
   

  s r s r s s r  (1.96) 

 Соотношение (1.96) позволяет установить общий вид производящих матрич-

ных элементов оператора тензорного взаимодействия (1.95) [19]. Вычисляя инте-

грал по пространственным координатам от тензора второго ранга 

 
1 2 1 2

1 2

2

,1 ,1 1 1

,

m

ij ij Cr r   
 

  (1.97) 

в предположении, что внутренние волновые функции кластеров имеют сфериче-

ски симметричные координатные части, будем получать сферические функции 

2 ( )mY  R Qn  в производящих матричных элементах оператора (1.95). С учетом 
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спиновой зависимости этого оператора получаем следующее общее выражение 

для его производящих матричных элементов [19]: 

2 0

т 2

0

2 2 2

,

, , ( , , ) ( ) ,( ) f f

iq iq

s

f f i i q m m s m m

q m m

q qs V s f Q R t Y C C 


      R QR QQ R n   (1.98) 

где индексом q пронумерованы разные слагаемые. 

 Подставляя (1.98) в (1.60), суммируя по проекциям относительного орбиталь-

ного и канального спина, частично интегрируя по углам и выполняя вычисли-

тельные процедуры, часть из которых с определенными усложнениями аналогич-

на тем, что были выполнены ранее при рассмотрении оператора спин-

орбитального взаимодействия (1.75), получаем выражение, аналогичное выраже-

нию из работы [19], полученному для случая тензорного потенциала, имеющего 

гауссовскую координатную зависимость: 
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После подстановки (1.99) в (1.59) так же, как и в случае оператора спин-

орбитального взаимодействия (1.75), приходим к выражению для матричных эле-

ментов оператора тензорного взаимодействия (1.95), аналогичному выражениям 

(1.73) и (1.74) для матричных элементов оператора центрального взаимодействия. 

Поэтому матричные элементы оператора тензорного взаимодействия можно вы-

числять с использованием методов расчета матричных элементов оператора цен-

трального взаимодействия. Таким образом, цель, поставленная в самом начале 

данного раздела, достигнута. 

1.10. Техника рекуррентных соотношений 

 Вычисление матричных элементов на базисных волновых функциях АВМРГ 

(1.11) или (1.13) с использованием формул (1.59) или (1.52) соответственно 
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намного удобнее, чем с использованием этих волновых функций в явном виде. В 

последнем случае потребовалось бы для каждого матричного элемента проводить 

вычисление многократных интегралов от выражений, содержащих чрезвычайно 

большое число слагаемых вследствие антисимметризации. Тем не менее, форму-

лы (1.52), (1.59) остаются достаточно сложными для проведения конкретных рас-

четов, особенно при больших числах осцилляторных квантов. Более эффектив-

ным и ориентированным именно на численные расчеты способом вычисления 

матричных элементов является техника рекуррентных соотношений, предложен-

ная в работе [15] и основанная на использовании выражения (1.59), а также явного 

вида оператора. В работе [15] для гауссовского и кулоновского потенциалов вза-

имодействия, а затем и для юкавского в [140] были найдены дифференциальные 

уравнения по R и Q, которым удовлетворяет функция (1.60). Из этих уравнений 

следуют рекуррентные соотношения, позволяющие вычислять все необходимые 

матричные элементы. 

 В настоящей работе, как уже было сказано ранее, в качестве ядерного потен-

циала выбран модифицированный потенциал Хазегавы–Нагаты, координатная за-

висимость которого имеет вид суперпозиции гауссоид. В предыдущем разделе, в 

котором изложены основные результаты работ [15, 19, 139], показано, что мат-

ричные элементы операторов спин-орбитального и тензорного (нецентральных) 

взаимодействий могут быть выражены через матричные элементы оператора не-

которого центрального ядерного взаимодействия. Далее именно на примере цен-

трального потенциала с гауссовской координатной зависимостью будет показано, 

каким образом можно получать рекуррентные соотношения для вычисления мат-

ричных элементов [15]. 

 Линейные комбинации функций 

  2( , ) exp ( ) 2 ,M a c    Q R R Q QR  (1.100) 

 2 2( , ), ( , ), ( , ),M Q M R MQR Q R Q R Q R  (1.101) 

коэффициенты которых не зависят от Q и R, образуют производящие матричные 

элементы оператора центрального ядерного взаимодействия (1.25) [15]. При этом 
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коэффициенты разложения функций 

 

1

( )

1

( , ) ( , ) ( ) ,l

lF Q R M P t dt


  Q R  (1.102) 

 

1

( )

1

( , ) ( ) ( , ) ( )l

lF Q R M P t dt


  QR Q R  (1.103) 

в ряд по степеням генераторных параметров Q и R являются с точностью до мно-

жителя вкладами в матричные элементы на базисных волновых функциях АВМРГ 

(1.59) от слагаемых вида (1.100) и (1.101) соответственно в производящих мат-

ричных элементах. Учитывая рекуррентное соотношение для полиномов Ле-

жандра [125–127] 

 1 1

1
( ) ( ) ( ),

2 1 2 1
l l l

l l
tP t P t P t

l l
 


 

 
 (1.104) 

позволяющее выразить функцию (1.103) через функцию (1.102) 
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l l ll l
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 (1.105) 

нетрудно установить связь между коэффициентами разложения функции (1.103) и 

коэффициентами разложения функции (1.102). Следовательно, вычисляя коэффи-

циенты разложения ( )lU  одной только функции (1.102) в ряд 

 
( ) ( )

,

( , )l l

l

F Q R U Q R 


 





   (1.106) 

по степеням генераторных параметров Q, R и умножая эти коэффициенты разло-

жения ( )lU  на 
1

l l  


   , получим вклады в матричные элементы (1.59) от слагае-

мых вида (1.100) в производящих матричных элементах, а с использованием со-

отношения (1.105) – и от слагаемых вида (1.101). 

 Для коэффициентов разложения ( )lU  можно установить рекуррентные соотно-

шения. Для этого строятся линейные однородные дифференциальные уравнения в 

частных производных относительно Q и R, которым удовлетворяет функция 

(1.102), с требованием полиномиальной зависимости коэффициентов этих урав-

нений от Q и R. Одно из таких уравнений имеет вид [15]: 
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2 ( ) ( )

2 2 3

2
(2 4 )

l lF F
Q Q a Q

Q Q


 
  

 
 (1.107) 

 2 2 2 2 2 2 4 4 ( )( 1) 6 4( ) 4 0.ll l a Q c a R Q a Q F             

После подстановки в (1.107) разложения (1.106) и приравнивания слагаемых при 

одинаковых степенях параметров Q и R соответственно, получаем одно из рекур-

рентных соотношений [15]: 

   ( ) 2 ( )

2,( 1) ( 1) 2 (2 1)l ll l U a U             (1.108) 

 2 ( ) 2 4 ( )

2, 2 4,4( ) 4 0.l lc a U a U            

 Симметрия функций ( , )M Q R  и ( )( , )lF Q R  относительно замены 

 ,  Q R  (1.109) 

позволяет получить из уравнения (1.107) следующее уравнение для функции 

(1.102) [15]: 

 
2 ( ) ( )

2 2 3

2
(2 4 )

l lF F
R R a R

R R


 
  

 
 (1.110) 

 2 2 2 2 2 2 4 4 ( )( 1) 6 4( ) 4 0.ll l a R c a R Q a R F             

Подставляя в него разложение (1.106), получим другое рекуррентное соотноше-

ние для коэффициентов разложения ( )lU  [15]: 

   ( ) 2 ( )

, 2( 1) ( 1) 2 (2 1)l ll l U a U             (1.111) 

 2 ( ) 2 4 ( )

2, 2 , 44( ) 4 0.l lc a U a U            

Таким образом, имея значение только одного единственного коэффициента раз-

ложения 

  ( ) 2( ) !,
ll

llU c a l   (1.112) 

с использованием рекуррентных соотношений (1.108) и (1.111) можно получить 

значения всех необходимых коэффициентов разложения ( )lU  и, как следствие, 

всех необходимых матричных элементов на базисных волновых функциях 

АВМРГ (1.59). 

 В заключение данного раздела отметим, что рекуррентные соотношения для 



50 
 

 

матричных элементов потенциала Юкавы в базисе волновых функций АВМРГ, 

полученные в работе [140], справедливы также для матричных элементов в базисе 

АВМРГ достаточно широкого класса потенциалов, который включает в себя и ку-

лоновский потенциал. 
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Глава 2. Радиационный захват в 

столкновениях составных 

частиц 

2.1. Вероятность перехода ядра между связанными 

состояниями 

 Электромагнитное взаимодействие значительно слабее ядерного в связи с чем 

вероятность перехода ядра в единицу времени между двумя связанными состоя-

ниями с испусканием фотона можно вычислить с помощью золотого правила 

Ферми (формулы для вероятности перехода в единицу времени, полученной в 

первом порядке нестационарной теории возмущений) [141]. С учетом длинновол-

нового приближения 

  0
γ

0 0

197
1 или МэВ фм ,

R c
E

R R
   (2.1) 

где R0 – радиус ядра, с – скорость света в вакууме, γ γE ck , γ 1/k  ,  – энер-

гия, волновое число и длина волны испускаемого -кванта соответственно, кото-

рое реализуется, если переход ядра происходит между состояниями, отличающи-

мися по энергии не больше чем на несколько МэВ, вероятность перехода в едини-

цу времени может быть записана в виде [142–146]: 

 
 

2 1
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2

8 ( 1)
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f i
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i f If f i iJ M J M
EI

T I M
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где 
IM 
  – электромагнитный мультипольный оператор,  – тип перехода ( = E – 

электрический тип,  = M – магнитный тип), I,  – полный угловой момент фото-

на (мультипольность) и его проекция. Низшие мультиполи (I = 1, 2, 3) имеют сле-

дующие названия: диполь, квадруполь, октуполь. Не интересуясь различными 

ориентациями полных угловых моментов в начальном и конечном состояниях си-

стемы (подобный интерес возникает в поляризационных измерениях), вычислим в 

(2.2) арифметическое среднее по Mi - значениям и просуммируем по всем Mf - и 

 - значениям. В результате вероятность перехода в единицу времени (2.2) при-

нимает вид: 

 
, ,

1
( ) ( ).

2 1
i f

i f i f

M Mi

T I T I
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  (2.3) 

 Совокупность операторов 
IM 
  ( , 1, , 1, )I I I I       образует неприводи-

мый тензорный оператор ранга I [122]. Таким образом, справедлива теорема 

Вигнера–Эккарта [122]: 

 f i

f f I i i ifn M M n MJ J

    (2.4) 
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2 1
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f f f ff
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где 
f f I i in J M n J  – приведенный матричный элемент, n – совокупность кван-

товых чисел системы за исключением J, M и . Из (2.4) следуют правила отбора: 

 ,i f i fJ J I J J     (2.5) 

 ,f iM M     

 .i f I     

Четность I для электрического и магнитного мультипольных излучений соот-

ветственно равна [142–145] 

  E 1 ,
I

I    (2.6) 

  
1

M 1 .
I

I
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Из правил отбора (2.5) видно, что мультипольность перехода определяется мо-

ментами и четностями начального и конечного уровней. Если момент одного из 

этих уровней равен нулю, то возможен переход лишь одной мультипольности. 

Если же моменты как начального, так и конечного состояний не равны нулю, то 

излучение будет состоять из нескольких мультиполей, причем основной вклад 

будут давать наиболее разрешенные из них. 

 Используя теорему Вигнера–Эккарта и соотношения ортогональности для 3j-

символов (см. [122]), в (2.3) можно произвести суммирование по Mi, Mf,  и полу-

чить для вероятности перехода в единицу времени следующее выражение: 

 
 

2 1
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(2 1)!!
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 (2.7) 

Здесь величина ( , )fi

i fB I J J


   называется приведенной вероятностью перехода 

и выражается через приведенный матричный элемент: 

 
21

( , ) .
2 1

f ii f

i f I

i

f iB J M
J

JJ JI
    


 (2.8) 

Приведенная вероятность перехода содержит всю информацию о ядерных волно-

вых функциях. Для первых трех значений I вероятность электрического мульти-

польного перехода (E )T I  выражается через приведенную вероятность (E )B I , из-

меряемую в единицах 2 2(фм) Ie , по формулам [142]: 

 15 3

γ(E1) 1.587 10 (E1),T E B   (2.9) 

 9 5

γ(E2) 1.223 10 (E2),T E B    

 2 7

γ(E3) 5.698 10 (E3).T E B    

В свою очередь, для первых трех значений I вероятность магнитного мультиполь-

ного перехода (M )T I  выражается через приведенную вероятность (M )B I , изме-

ряемую в единицах 2 2 2

N(фм) I  , по формулам [142]: 

 13 3

γ(M1) 1.779 10 (M1),T E B   (2.10) 

 7 5

γ(M2) 1.371 10 (M2),T E B    
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 0 7

γ(M3) 6.387 10 (M3).T E B    

В формулах (2.9) и (2.10) энергия E измеряется в МэВ. Из формул (2.7)–(2.10) 

видно, что излучение с более высоким значением I является сильно подавленным. 

Поэтому обычно достаточно учесть только нижайшие возможные значения I. При 

этом магнитное излучение слабее электрического [142–145]. Обычно имеется 

конкуренция между M1 и E2 излучениями. Из (2.7) также следует, что вероят-

ность перехода i fT  резко увеличивается с увеличением энергии перехода. 

2.2. Электрический мультипольный оператор 

 Электрический мультипольный оператор E

IM   определяется выражением 

[142–146]: 

 
ц.м.

E

ц.м. 3,

1

1
( ) ( ), ( ) .

2i

A
I

I l i I l i

i

M e g i Y g i t  



    r Rr R n  (2.11) 

Оператор (2.11) записан в трансляционно-инвариантной форме [146, 147]. В об-

щем случае электрический мультипольный оператор содержит два члена: орби-

тальный и спиновый. Однако, в длинноволновом приближении спиновый член 

пренебрежимо мал, поэтому в выражении (2.11) присутствует только орбиталь-

ный член [145]. Кроме того, в длинноволновом приближении, которое соответ-

ствует малым переданным импульсам, не существенны изменения плотности на 

очень малых расстояниях в силу чего при получении выражения (2.11) протоны 

рассматривались как точечные заряды (в случае больших переданных импульсов, 

когда важны изменения плотности на очень малых расстояниях, необходимо учи-

тывать определенное распределение заряда в протоне, которое находят из экспе-

риментов по рассеянию электронов на протонах и характеризуют форм-

фактором). Также при малых переданных импульсах по крайней мере для элек-

трических переходов теорема Зигерта позволяет не учитывать явно мезонные сте-

пени свободы [145]. 
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 В задаче радиационного захвата особый интерес представляют электрические 

дипольный и квадрупольный операторы 

 
ц.м.

E

1 ц.м. 1

1

( ) ( ),
i

A

l i

i

M e g i Y  



  r Rr R n  (2.12) 

 
ц.м.

2E

2 ц.м. 2

1

( ) ( ).
i

A

l i

i

M e g i Y  



  r Rr R n  (2.13) 

Используя явные выражения для компонент сферических функций Y1 и Y2 [122]: 

 
10

1 3 1 3
( , ) cos ,

2 2
zY n  

 
   (2.14) 

 
1 1

1 3 1 3
( , ) sin ( ),

2 2 2 2

i

x yY e n in  
 



      

 2 2

20

1 5 1 5
( , ) (3cos 1) (3 1),

4 4
zY n  

 
      

 
2 1

1 15 1 15
( , ) cos sin ( ) ,

2 2 2 2

i

x y zY e n in n   
 



      

 2 2 2

2 2

1 15 1 15
( , ) sin ( ) ,

4 2 4 2

i

x yY e n in  
 



      

в которых n = (nx, ny, nz) – вектор, положение которого в сферической системе ко-

ординат определяется углами (, ), компоненты электрических дипольного и 

квадрупольного операторов можно преобразовать к виду: 

 E

10

1

3
( ( ) ( ))( ),

2

A

l l i j

i j

e
M g i g j z z

A   

    (2.15) 

  E

1 1

1

3
( ( ) ( )) ( ) ,

2 2

A

l l k j k j

k j

e
M g k g j x x i y y

A 


 

      (2.16) 

  E 2 2

20 2
1

5
( ( ) ( )) 3( ) ( ) ,

4

A

l l i j i j

i j

e
M A g i g j Z z z

A   

        r r  (2.17) 

  E

2 1 2
1

15
( ( ) ( )) ( ) ( ),

2 2

A

l l k j k j k j

k j

e
M A g k g j Z x x i y y z z

A 


 

          (2.18) 

  
2E

2 2 2
1

15
( ( ) ( )) ( ) .

4 2

A

l l k j k j

k j

e
M A g k g j Z x x i y y

A 


 

         (2.19) 
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Снова воспользовавшись формулами (2.14), выражения для компонент электриче-

ских дипольного (2.15), (2.16) и квадрупольного (2.17)–(2.19) операторов можно 

объединить соответственно в следующие общие формулы [113]: 

 E E

1 1

1

( , ),
A

i j

M M i j 
 

   (2.20) 

 E

1 1( , ) [ ( ) ( )] ( ),
i jl l i j

e
M i j g i g j Y

A
     r rr r n  (2.21) 

 E E

2 2

1

( , ),
A

i j

M M i j 
 

   (2.22) 

 
2E

2 22
( , ) { [ ( ) ( )] } ( ).

i jl l i j

e
M i j A g i g j Z Y

A
      r rr r n  (2.23) 

Из (2.20)–(2.23) видно, что электрические дипольный и квадрупольный операторы 

представлены в виде суммы двухчастичных трансляционно-инвариантных опера-

торов. Ранее было показано, что подобная форма записи операторов наиболее 

удобна при вычислении их матричных элементов. 

2.3. Магнитный мультипольный оператор 

 Магнитный мультипольный оператор M

IM   имеет вид [142–146]: 

  
ц.м.

M 1

N ц.м. ц.м.

1

2 ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ,

1
i

A
Il

I s i i i I

i

g i
M g i A r Y

I
  

  

 
         

 r

r r R

s r R p P n (2.24) 

 
n p 3, n p n p

1
( ) ( ) ( ), 3.826, 5.586,

2
s ig i g g t g g g g         

где N = eћ/2mc – ядерный магнетон, Pц.м. – оператор импульса центра масс систе-

мы: 

 ц.м.

1

.
A

i

i

P p  (2.25) 

Оператор (2.24) так же, как и (2.11), записан в трансляционно-инвариантной фор-

ме [146, 147]. В формуле (2.24) спиновый и орбитальный члены сравнимы. Отме-
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тим также, что для магнитных переходов даже при малых переданных импульсах 

желательно учитывать мезонные степени свободы [145]. Но, к сожалению, отсут-

ствует надежный способ рассмотрения мезонного тока и при изучении структуры 

ядра этим эффектом обычно пренебрегают. 

 Рассмотрим отдельно магнитный дипольный оператор 

  
ц.м.

M 1

1 N ц.м. ц.м. 1

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
i

A

s i l i i

i

M g i g i A rY  

 

        r
r r R

s r R p P n  (2.26) 

Воспользовавшись равенствами 

 
1 1

1 3
( ) ,

2
rY b 


 rb n  (2.27) 

 
2 1

ц.м. ц.м.

1

( ) ( ) ( )
A

l i i

i

A g i A



      r R p P  (2.28) 

     
1 1

( 2) ( ) [ ] [ ( ) ( )] [ ] [ ] ,
A A

l i i l l i j j i

i i j

Z A A g i Z A g i g j
  

          r p r p r p   

оператор (2.26) можно представить в виде суммы одно- и двухчастичных опера-

торов, что весьма удобно для вычисления матричных элементов [113]: 

 M M, M,

1 1 1 ,s lM M M     (2.29) 

 
M, M,

1 1

1

( ),
A

s s

i

M M i 


  (2.30) 

 M,

1 N 1 ,

1 3
( ) ( ) ,

2

s

s iM i g i s 


  (2.31) 

 
M, M, 1 M, 2 M, 1 M, 2

1 1 1 1 1

1 1

( ) ( , ),
A A

l l l l l

i i j

M M M M i M i j    
  

      (2.32) 

 M, 1 N
1 12

3
( ) { ( 2) ( )}[ ] ,

2

l

l i iM i Z A A g i
A

 




   r p  (2.33) 

 M, 2 N
1 1 12

3
( , ) { ( ( ) ( ))}{[ ] [ ] }.

2

l

l l i j j iM i j Z A g i g j
A

  




     r p r p  (2.34) 

Спиновая часть (2.30) оператора (2.29) есть сумма одночастичных операторов 

(2.31), а орбитальная часть (2.32) – сумма одночастичных (2.33) и двухчастичных 

(2.34) операторов. 
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2.4. Сечение радиационного захвата 

 Реакцией радиационного захвата в столкновении двух ядер 1

1

A Z  и 2

2

A Z  назы-

вают процесс, сопровождающийся их слиянием в более тяжелое ядро A Z  

(A = A1 + A2, Z = Z1 + Z2) и испусканием -кванта. Схематично такой процесс обо-

значают 

 1 2 1 2 1 2( )

1 2 1 2 1 2( ,γ) или ( ) γ.A A A A A AAZ Z Z Z Z Z Z     (2.35) 

 Сечение радиационного захвата сталкивающихся ядер, сопровождающегося 

переходом системы из парциальной волны с квантовыми числами i

iJ
 , 

il , 
is  в свя-

занное состояние конечного ядра с квантовыми числами f

fJ


 и испусканием -

кванта, представляет собой отношение вероятности соответствующего процесса в 

единицу времени к плотности потока в падающей плоской волне. С учетом связи 

между вероятностью данного процесса и вероятностью (2.7) сечение принимает 

вид [144, 146]: 

 ц.м.( , )i f E I     (2.36) 

 
 

2 1
2

γ

2

1 2

8 ( 1)
.

(2 1)(2 1)(2 1) (2 1)!!

f i

I

f I i i i

i

EI
J M J l s

cs s l I I

 


 
  

     
  

Данное выражение для сечения получено в длинноволновом приближении (2.1) с 

учетом малости электромагнитного взаимодействия по сравнению с ядерным и 

без учета поляризационных эффектов. Кроме того, предполагается, что во вход-

ном канале парциальная волна отвечает нормированной на единичную плотность 

потока вероятности падающей плоской волне. Суммируя выражение (2.36) по 

всем возможным значениям квантовых чисел системы в начальном и конечном 

состояниях, получим полное сечение радиационного захвата: 

 ц.м. ц.м.

, , , , ,

( ) ( , ).
fi

i i i f

i f

J l s I J

E E I


  



   (2.37) 

Из (2.36) видно, что для расчета сечения радиационного захвата необходимы при-

веденные матричные элементы электромагнитного мультипольного оператора. 
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Вычисление этих матричных элементов требует знания явного вида волновых 

функций ядерной A-нуклонной системы в начальном и конечном состояниях. При 

этом начальное состояние принадлежит непрерывному спектру (состояние рассе-

яния), а конечное – дискретному (связанное состояние). 

 Сечение реакции радиационного захвата, как и любой другой реакции, инду-

цированной заряженными частицами, при подбарьерных энергиях быстро падает 

с уменьшением энергии и становится экспоненциально малым при низких (астро-

физических) значениях энергии. По этой причине в данном диапазоне энергий ра-

ботать с сечением не очень удобно как в экспериментальных, так и теоретических 

исследованиях. Более удобной величиной является астрофизический S-фактор, 

связанный с сечением соотношением [1, 35]: 

 G ц.м.

ц.м. ц.м. ц.м. ц.м.

ц.м. ц.м.

exp /exp( 2 )
( ) ( ) или ( ) ( ),

E E
E S E E S E

E E


 


   (2.38) 

где 

 

2
2

2 1 2 1 2
G

1 2

2
e Z Z A A

E mc
c A A

 
  

 
 (2.39) 

– энергия Гамова сталкивающихся ядер. Фактически, астрофизический S-фактор 

является величиной, характеризующей чисто ядерный процесс, поскольку из нее 

явно выделен быстро меняющийся экспоненциальный множитель, обусловленный 

проницаемостью кулоновского барьера. Для прямых (нерезонансных, перифери-

ческих) реакций S-фактор имеет более плавную энергетическую зависимость по 

сравнению с сечением, что делает его более удобным для изучения особенно в 

области низких и сверхнизких энергий. 
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Глава 3. Реакция радиационного захвата 

3
He(, )

7
Be 

3.1. Общие свойства 

 Реакция радиационного захвата 
3
He(, )

7
Be возникает при столкновении -

частицы (ядра 
4
He) и гелиона h (ядра 

3
He) и сопровождается образованием ядра 

7
Be с испусканием -кванта. Из закона сохранения энергии вытекает следующее 

соотношение для энергии испускаемого -кванта: 

 (α+h) ( ) 7

γ ц.м. пор возб( Be),nE E E E    (3.1) 

где (α+h)

порE  – порог развала 
7
Be на два кластера  + h, ( ) 7

возб ( Be)nE  – энергия возбуж-

дения n-го внутреннего состояния ядра 
7
Be. Используя в качестве величин (α+h)

порE  и 

( ) 7

возб ( Be)nE  их экспериментальные значения [148] (всюду ниже в этом разделе все 

энергии измеряются в МэВ) 

 (α+h) (0) 7 (1) 7 (2) 7

пор возб возб возб1.586, ( Be) 0, ( Be) 0.429, ( Be) 4.57,E E E E     (3.2) 

нетрудно получить связь между энергией -кванта и энергией относительного 

движения сталкивающихся ядер. Например, в случае радиационного захвата в си-

стеме  + h, сопровождающегося образованием ядра 
7
Be в основном, первом и 

втором возбужденных состояниях соответственно, имеем: 

 (0) (1) (2)

γ ц.м. γ ц.м. γ ц.м.1.586, 1.157, 2.984,E E E E E E       (3.3) 

где ( )

γ

nE  – энергия -кванта, испускаемого в результате захвата в системе  + h с 

образованием ядра 
7
Be в n-ом состоянии. Из (3.3) видно, что захват в системе 
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 + h, сопровождающийся образованием 
7
Be в основном и первом возбужденном 

состояниях, возможен при любых энергиях относительного движения, в то время 

как захват с образованием 
7
Be во втором возбужденном состоянии возможен 

только при энергиях, превышающих 2.984 МэВ. Cхема реакции 
3
He(, )

7
Be изоб-

ражена на рисунке 3.1. 

 

 

Рисунок 3.1. Схема переходов, сопровождающих реакцию 
3
He(,  )

7
Be и последующий распад 

ядра 
7
Be. 

 

 При энергиях относительного движения Eц.м. почти вплоть до 3 МэВ домини-

рующий вклад в полное сечение рассматриваемой реакции дает E1-захват в си-

стеме  + h, находящейся в S- и D-состояниях рассеяния (состояниях с l равным 0 

и 2 соответственно) [77, 98, 106], с последующим образованием 
7
Be в основном 

(J

 = 3/2

–
) и первом возбужденном (J


 = 1/2

–
) состояниях. В рамках одноканально-

го варианта АВМРГ эти состояния 
7
Be трактуются как связанные P-состояния (со-

стояния с l = 1) системы  + h. Канальный спин s данной системы равен 1/2 как в 

начальном, так и конечном состояниях, поскольку кластеры считаются невозбуж-

денными (s = 0, sh = 1/2). Из правил отбора (2.5) следует, что образование 
7
Be в 

основном и первом возбужденном состояниях возможно в результате процесса 
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радиационного E1-захвата в системе  + h, находящейся в состояниях рассеяния с 

квантовыми числами (J, l) равными (1/2, 0), (3/2, 2), (5/2, 2) и (1/2, 0), (3/2, 2) соот-

ветственно. 

 В соответствии с (2.36) парциальное сечение реакции 
3
He(, )

7
Be, рассчиты-

ваемое в рамках АВМРГ, можно представить следующим образом: 

23

γ (д) E (н)

ц.м. 1

,

8
( ) .

9 (2 1)

f i

f i
i i if ff

i f

i f f f f i i i J l sJ l s
i

E
E C J l s M J l s C

l c
 

 


 


  

 
  

  
  (3.4) 

Из приведенных выше рассуждений следует, что сечения E1-захвата в системе 

 + h с образованием 
7
Be в основном 0 и первом возбужденном 1 состояниях 

складываются из сечений (3.4) с квантовыми числами (Jf, lf) = (3/2, 1), 

(Ji, li) = (1/2, 0), (3/2, 2), (5/2, 2) и (Jf, lf) = (1/2, 1), (Ji, li) = (1/2, 0), (3/2, 2) соответ-

ственно. Сумма сечений 0 и 1 образует полное сечение процесса 

 ц.м. 0 ц.м. 1 ц.м.( ) ( ) ( ),E E E     (3.5) 

а их отношение называют коэффициентом ветвления реакции: 

 
1 ц.м.

ц.м.

0 ц.м.

( )
( ) .

( )

E
R E

E




  (3.6) 

Парциальные и полный астрофизические S-факторы реакции связаны с соответ-

ствующими сечениями соотношением, следующим из (2.38): 

  ц.м. ц.м. G ц.м. ц.м.( ) exp / ( ),S E E E E E  (3.7) 

в котором энергия Гамова EG = 27.04 МэВ для системы  + h. 

 Таким образом, для расчета сечения и астрофизического S-фактора реакции 

радиационного захвата 
3
He(, )

7
Be необходимо знать явное выражение для при-

веденных матричных элементов электрического дипольного оператора на базис-

ных волновых функциях АВМРГ (1.11) и значения коэффициентов разложения 

волновых функций начального и конечного состояний, удовлетворяющих систе-

мам уравнений АВМРГ для системы  + h в непрерывной (1.31) и дискретной 

(1.29) областях спектра соответственно, для решения которых требуются матрич-

ные элементы гамильтониана. 
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3.2. Вычисление матричных элементов операторов 

семинуклонной системы в кластерном представлении 

4
He + 

3
He в базисе АВМРГ 

3.2.1. Производящие матричные элементы гамильтониана 

 Внутренние трансляционно-неинвариантные волновые функции нижайших, 

допустимых принципом Паули, состояний - и h-кластеров в обычной осцилля-

торной модели оболочек (осцилляторный радиус положим равным единице и вы-

пишем его только в конечных выражениях для матричных элементов) выражают-

ся через антисимметризованные произведения волновых функций одночастичных 

состояний нуклонов следующим образом: 

  
α α

(α)

1 2 3 40, 0 A 0 n 0 p 0 n 0 p ,s          (3.8) 

  
h h

(h)

1 2, 31/2 1/2 A 0 p 0 n 0 p ,s         (3.9) 

  
h h

(h

1/2, 1/2

)

1 2 3
A 0 p 0 n 0 p .s         (3.10) 

В функциях (3.8)–(3.10) 

 20 exp( / 2), 1, ,4,ii
i  r  (3.11) 

– радиальные волновые функции нуклонов, n , p  – нейтронная (проекция изо-

спина  = 1/2) и протонная (проекция изоспина  = –1/2) изоспиновые волновые 

функции нуклона соответственно,  ,   спиновые волновые функции нуклона 

с проекцией спина  равной 1/2 и –1/2 соответственно. 

 Функция (1.45) для семинуклонной системы в кластерном представлении  + h 

с учетом явного вида внутренних волновых функций (3.8)–(3.10) для - и h-

кластеров может быть записана в виде: 

  (α )

1/2, 1/2 5 6

h

1 2 3 4 7
0 n 0A p np 0 p p0 n ,s 



       R R R   (3.12) 
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  h

1 2

(α )

1/2, 1 3/2 4 5 6 7
0 n 0 p 0 n 0 p n p ,A ps 



          R R R   (3.13) 

где введено обозначение 

 
2 21 1

exp , 1, ,7.
2 4

i ii
r R i

 
     

 
R rR  (3.14) 

Функции (3.12), (3.13) имеют гауссовскую координатную зависимость, которая в 

ряде случаев позволяет выполнять аналитические вычисления матричных элемен-

тов [149–151]. Обе эти функции в соответствии с (1.61)–(1.64) представимы в виде 

определителей Слэтера. Свойства определителя делают возможным произвести 

тождественное преобразование, приводящее их к виду: 

 (α )

1/2, 1/

h

2( )s 


  R  (3.15) 

  
1 2 3 4 5 6 7

0 n 0 p 0 n 0A 0 p 0 n 0 p ,p          R R R   

 (α )

1/2, 1/2

h ( )s 


  R  (3.16) 

  
1 2 3 4 5 6 7

0 n 0 p 0 n 0A 0 p 0 n 0 p .p          R R R   

Здесь использовано обозначение: 

 
2 2 21 1 1

0 0 exp exp , 1, ,7.
2 4 2

i i ii i i
r R r i

   
            

   
R R rR   (3.17) 

Значительным преимуществом функций (3.15), (3.16) перед функциями (3.12), 

(3.13) является взаимная ортогональность входящих в них функций одночастич-

ных состояний. 

 Перепишем функции (3.15), (3.16) в следующем виде: 

 
4 7

1 5

(α h)

1/2, 1/2 1 7 ( )( , , , ) A ( ) ,,i

i

jj

j

s i  


 




  

  
  

  R r r r R r  (3.18) 

 (α h)

1/2, 1

4 7

/2 1

1

7

5

( ) ( ) ,( , , , ) A ,is i j

i j

j  

 

 


  

  
  
 R r r r R r  (3.19) 

где для одночастичных функций введены обозначения: 

 
1 1( ) ( ) 0 n ,i i i
   r r  (3.20) 

 
2 2( ) ( ) 0 p ,i i i
   r r   
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3 3( ) ( ) 0 n ,i i i
   r r   

 
4 4( ) ( ) 0 p ,i i i
   r r   

 
5 5( ) (, p, 0) ,i i i
    r R r R R   

 
6 6, 0 n , , 0 ,( ) ( ) ni ii i
     r R R r R R   

 7 7( ) (, p, 0) ,i i i
    r R r R R   

 1, ,7.i    

Далее для упрощения записи среди аргументов функций (3.20) генераторный па-

раметр не пишем. Поскольку функции (3.20) удовлетворяют условию ортогональ-

ности (1.65), а гамильтониан (1.18) имеет вид (1.66), то для вычисления матрич-

ных элементов входящих в него операторов на функциях (3.18), (3.19) можно вос-

пользоваться формулой (1.67). В результате имеем: 

(α h) (
7

2 2 1

α h)

1/2, 1/2 1/2, 1/2 1

1

( ) ( ) ( ) (1,2) ( )( ) ( )i j

j

s s j i

i

V V      

  







   R r r r rQ  

 1 2 2 1

,

( ) ( ) (1,2) ( ) ( ) ,i j i j l l

l i j

V     


 r r r r  (3.21) 

(α h) (α h)

1/2, 1/2 1/2, 1/2

7

1 2 2 1

1

(( ) ( ) ( ) (1,2) ( ) ( )) i j j i

j

s

i

s V V      

 







     Q R r r r r  

 1 2 2 1

,

( ) ( ) (1,2) ( ) ( ) ,i j i j l l

l i j

V     


 r r r r  (3.22) 

(α h) (α h)

1/2, 1/2 1/2, 1/2

7

1 2 2 1

1

(( ) ( ) ( ) (1,2) ( ) )) (i j

j

s j i

i

sV V      

  







   Q R r r r r  

 1 2 2 1

,

( ) ( ) (1,2) ( ) ( ) ,i j i j l l

l i j

V     


 r r r r  (3.23) 

(α
7

1

h) (α h)

1 2 2/2, 1/2 1/2, 1/2 1

1

(( ) ( ) ( ) (1,) 2) ( ) ( )i j j i

i

s s

j

V V      





   



   R r r r rQ  

 1 2 2 1

,

( ) ( ) (1,2) ( ) ( ) .i j i j l l

l i j

V     


 r r r r  (3.24) 

 Интегралы перекрытия координатных, спиновых и изоспиновых частей одно-

частичных функций (3.20) равны: 
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 3/20 0 ,  (3.25) 

  3/20 0 exp( / 2) 1 ,   Q R QR   

 0 0 0 0 0,   R Q   

 1, 1, 0, 0,              

 n n 1, p p 1, n p 0, p n 0.      

Отсюда получаем, что интеграл перекрытия функций (3.18), (3.19) определяется 

равенством 

 (α h) (α

1/2, 1/2

h)

,( ) ( )
f is s 

 

   Q R  (3.26) 

      
4 3 321/20 0 0 0 exp( / 2) 1 .

f i f i         Q R QR   

Выделяя из (3.26) по формуле (1.48) интеграл перекрытия функций, описываю-

щих движение центра масс системы  + h, который в соответствии с (1.47) равен 

 

3/2

(α h) (α h)

ц.м. ц.м.( () ) exp(9 /14),
7

   
  
 

Q R QR  (3.27) 

получаем интеграл перекрытия производящих функций, генерирующих трансля-

ционно-инвариантный базис АВМРГ: 

 
1/2,

(α h) (α h)

(тр.инв.) (α h) (тр.инв.) (α 1/2,

1/

h)

(α h) (α h)2, 1/2,

ц.м. ц.м.

( (
( ) ( )

(

) )

) )(

f i

f i

s s

s s

 

 

 

 

 

 

 


 


 

 

Q
Q

R
R

R

Q
 (3.28) 

  
33/2 97 exp( 9 /14) exp( / 2) 1 .

f i    QR QR   

Совершая преобразование (1.50) с константой C = 7
3/2


9
, получим для интеграла 

перекрытия (3.28) в соответствии с формулой (1.51) окончательный вид: 

 , , , , ,
f if is s s s    Q R Q R  (3.29) 

  
3

exp( 9 /14) exp(, / 2 1, )s s    QR QRQ R  (3.30) 

 exp(6 / 7) 3exp(5 /14) 3exp( / 7) exp( 9 /14).    QR QR QR QR   

 Из условия (1.57), следующего непосредственно из ортонормированности ба-

зисных волновых функций АВМРГ и связывающего величину ls с интегралом 

перекрытия (3.29), получаем следующее выражение для ls: 
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 2

1 ,l

ls      (3.31) 

в котором 

 1

2 6 5 1 9
3 3 ,

! 7 14 7 14

   







        
              

         
 (3.32) 

 

 
   

1

1

1

2 ! ( ) / 2 !
, , четное;

( ) 1 ! ( ) / 2 !

0, в остальных случаях.

l

l

l

l
l l

t P t dt l l




 
 

  





 
  

    



   

При  < 3 константа (3.31) обращается в нуль. Это соответствует тому, что такие 

состояния являются запрещенными принципом Паули. 

 Перейдем непосредственно к вычислению матричных элементов операторов 

(1.19), (1.20), (1.25)–(1.27), образующих гамильтониан (1.18), на производящих 

функциях (1.37). Для этого воспользуемся формулами (3.21)–(3.24), (3.27) и (1.48), 

(1.51) с константой C = 7
3/2


9
. При расчетах по формулам (3.21)–(3.24) возникают 

следующие произведения: 

      
2 3 315/2

1 0 0 0 0 exp( / 2) 1 ,     Q R QR  (3.33) 

      
3 2 215/2

2 0 0 0 0 exp( / 2) 1 ,     Q R QR   

      
4 15/2

3 0 0 0 0 exp( / 2) 1 .     Q R QR   

В результате производящие матричные элементы оператора кинетической энер-

гии (1.19) примут вид: 

 

2
2 2

2

0

ц.м.

3 3
, , 9 .

2 7 7 f if i t
r

T
m

s
t

s T   
 

    
 

Q R Q R Q R  (3.34) 

Производящие матричные элементы оператора кулоновского взаимодействия 

(1.20) определяются выражением: 

 к л

2

0

у

2
, , 2f is V

r
s

e



   Q R Q R  (3.35) 

 

1

( ) 2 ( ) 2 (0) 2

0

exp ( 9 /14) (2 2U U U       QR   
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( ) ( ) (0) ( ) ( )3 3 2 2 ) ( ) ,

f i
U U U U U d              


  

где 

 
2

( ) ( )
exp ,

8 2
U   

   
 

R Q RQ
 (3.36) 

 
2

( ) ( )
exp ,

8
U   

  
 

R Q
  

 (0) 1,Q RU U U     

 
2

( ) ( )

0 0
exp ,

8
Q

R R
U U U  

 

 
    

 

Q
  

 
2

( ) ( )

0 0
exp ,

8
R

Q Q
U U U  

 

 
    

 

R
  

 exp( / 2).  QR   

Производящие матричные элементы оператора центрального обменного взаимо-

действия (1.25) имеют следующий вид: 

 (α) (h)

ц ц ц, , ( )
f if is V s       Q R Q R  (3.37) 

3/2
3

ц, ( ) 2

ц, ц, ц, ц, ц,2
1 ц, 0

9
3 exp (4 2 2 ) ( 1)

2 14

n

n n n n n

n n

a
U

a r
    



   
             


QR

 

 ( ) 2

ц, ц, ц, ц, ц,( 2 2 4 ) ( 1)n n n n nU            

 (0) 2 ( ) ( )

ц, ц, ц, ц, ц, ц, ц,( ) (5 6 1) 2( )( )( 1) ,
f in n n n n n nU U U                      

где 

  ( ) ( ) 2 2

ц, 0 0 ц,2 / (2 ) ,n nU U r r a     (3.38) 

  ( ) ( ) 2 2

ц, 0 0 ц,2 / (2 ) ,n nU U r r a      

  (0) (0) 2 2

ц, 0 0 ц,2 / (2 ) ,n nU U r r a     

(α)

ц , (h)

ц  – вклады во внутреннюю энергию - и h-кластеров соответственно от 

центрального обменного нуклон-нуклонного взаимодействия: 

 (α) (h)

ц ц2 ,   (3.39) 
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3/2
3

ц,(h)

ц ц, ц,2
1 0 ц,

3 ( ).
2

n

n n

n n

a

r a
  



 
    
  (3.40) 

При этом внутренние энергии этих кластеров имеют вид: 

 
2 2

(α) (α)

ц2

0 0

9 2
,

4

e

mr r
 


    (3.41) 

 
2 2

(h) (h)

ц2

0 0

3 2
.

2

e

mr r
 


    (3.42) 

 Вместо производящих матричных элементов оператора спин-орбитального 

взаимодействия (1.26) приведем здесь выражение для величины ( , )i fI Q R  (1.60), 

записанной в виде (1.94), позволяющем для вычисления матричных элементов 

(1.59) данного оператора на базисных волновых функциях АВМРГ использовать 

технику рекуррентных соотношений, применяемую для вычисления матричных 

элементов оператора центрального взаимодействия: 

2
,2

0 , 2
1 0 ,

5/2

3
( , ) ( 1) ( 1)

4
2 )

2
14 (

ls n

ls n

n ls n

i f r a
a

I Q R J J l l
ar






  
          

     (3.43) 

, , , ,( ) 2 ( ) 2

,

1

1

,2 2

0 , 0 ,

2 29
exp

14 17 12 17 5

ls n ls n ls n ls n

ls n ls n

ls n ls n

U U
r a r a

   
 



 
  

   
 

 





QR

 

, , , ,( ) ( )

, ,2 2

0 , 0 ,

2( 2 ) 2(2 )

3 5 3 2

ls n ls n ls n ls n

ls n ls n

ls n ls n

U U
r a r a

   
  

 
  

 
 

, ,( ) ( )

, ,2 2

0 , 0 ,

3 3
,

11 2 1
( )

1 9 f i

ls n ls n

ls n ls n

ls n ls

l

n

l lU U
r a r

P t
a

dt





 


  
  

 

где 

  (0) (0) 2 2

, 0 0 ,2 / (2 ) ,ls n ls nU U r r a    (3.44) 

  ( ) ( ) 2 2

, 0 0 ,2 / (2 ) ,ls n ls nU U r r a      

  ( ) ( ) 2 2

, 0 0 ,2 / (2 ) .ls n ls nU U r r a      

 Производящие матричные элементы оператора тензорного взаимодействия для 

семинуклонной системы в кластерном представлении  + h равны нулю, посколь-
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ку начальное и конечное состояния данной системы имеют одинаковый каналь-

ный спин s равный 1/2. 

3.2.2. Матричные элементы электрического дипольного оператора 

 Электрический дипольный оператор определяется выражением (2.12). Пред-

ставление этого оператора в виде (2.20) позволяет использовать для вычисления 

его производящих матричных элементов формулу (1.67). Учитывая значения про-

изведений (3.33) и следующих двухчастичных изоспиновых матричных элемен-

тов: 

 1 2 2 1p p (1) (2) p p 0,l lg g   (3.45) 

 1 2 2 1p n (1) (2) n p 1,l lg g    

 1 2 2 1n p (1) (2) p n 1,l lg g     

 1 2 2 1n n (1) (2) n n 0,l lg g    

 1 2 2 1p n (1) (2) p n 0,l lg g    

 1 2 2 1n p (1) (2) n p 0,l lg g    

в которых введено обозначение a b a bk j k j
 , получаем выражение для мат-

ричных элементов электрического дипольного оператора (2.20) на функциях 

(3.18), (3.19): 

 
E

1( ) ( )
f is sM    Q R  (3.46) 

    
21/2

3

0 1 1exp( / 2) 1 ( ) ( )
7

.
f i

er QY RY   


  Q RQR n n   

Матричные элементы на производящих функциях, генерирующих трансляционно-

инвариантный базис АВМРГ, выражаются через матричные элементы (3.46) по 

формулам (1.48) и (1.51) с константой C = 7
3/2


9
 [113]: 

 
E 0
1 1 1(, , , , .)

7
) (f i f is

er
M QYs s sRY        Q R Q RnQ nR  (3.47) 

Полученное выражение можно также переписать в виде: 
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E 0
1 1 1

3
, , , , ,

14
f i f i

er
M R Qs s s s     


   Q R Q R  (3.48) 

где использована связь [122] 

 
11 11( ),2 (2

3 3
)Y RQ Q RY  

 
 Q Rn n  (3.49) 

между циклическими компонентами (1.77) векторов Q, R и компонентами соот-

ветствующих сферических функций. 

 Матричные элементы электрического дипольного оператора (2.20) на орто-

нормированных базисных волновых функциях АВМРГ (1.13) связаны с соответ-

ствующими производящими матричными элементами соотношением (1.52). Под-

ставляя в него выражение (3.47) и используя при этом разложение Клебша–

Гордана [122] 

 
1 1 2 2 1 2 1 1 2 2

01 2
0 0

,

(2 1)(2 1)
( , ) ( , ) ( , ),

4 ( 1)

L LM

l m l m l l l m l m LM

L M

l l
Y Y C C Y

L
     



 



  (3.50) 

разложение экспоненты 

  
0

( )
exp , cos ,

!

n
n

n

QR
t t

n


 





  QRQR  (3.51) 

разложение степенной функции [152] 

 
0

2 1
( ),

2

n
n l

n l

l

l
t P t




  (3.52) 

теорему сложения для полиномов Лежандра в терминах сферических функций 

(1.55), получаем для матричных элементов электрического дипольного оператора 

семинуклонной системы в кластерном представлении  + h на базисных волновых 

функциях АВМРГ (1.13) следующее выражение: 

 E 0
1

3

14
f f f f i i i i

e
l m s l m s

r
M   


   (3.53) 

1, 1,0 0

0 10 1 , 1 0 10 1 , 1

2 12 1
( 1) .

2 1 2 1

i f f if f f i i i

i i i f i f f f i f f i

i i f f

l s l sl l m f l l mi
l l m l l m

f l s i l s

ll
C C C C

l l

 
       

 

 
  

 

 

  

 
  

  
 

 

Величина коэффициента Клебша–Гордана 0

0 0

c

a bC  для четной суммы a + b + c = 2g 
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(g – целое число) может быть вычислена по формуле [122] 

 

1/2

0

0 0

( 1) ! 2 1 (2 2 )!(2 2 )!(2 2 )!
.

( )!( )!( )! (2 1)!

g c
c

a b

g c g a g b g c
C

g a g b g c g

      
  

    
 (3.54) 

Для нечетной суммы a + b + c коэффициент Клебша–Гордана 0

0 0

c

a bC  зануляется. 

Отсюда, в частности, следует, что в случае равенства значений орбитальных мо-

ментов li и lf матричный элемент (3.53) обращается в нуль. 

 Из общего вида оператора E

1M   следует свойство симметрии для его матрич-

ных элементов: 

 E E

1 1( 1) .M Mf i i f
    (3.55) 

Это же свойство следует непосредственно из (3.53) с учетом свойств симметрии 

коэффициентов Клебша–Гордана [122]: 

 
2 1

( 1) ,
2 1

c b a

a b c b

c
C C

a

  
   

 




 


 (3.56) 

 ( 1) .c a b c c

a b a bC C 
   

  

     

 С помощью (3.56) матричный элемент (3.53) можно свести к виду: 

  1 1

E 0
1

3
1;( ),( ) ,

14

f f

i i f i

l m

f f f f i i i i l m

e
l m s l m s iM f

r
C      


   (3.57) 

где введены обозначения: 

  
0

1 0 10 , 1 , 1

2 1
1;( ),( ) ,

2 1

f ff i i

i f i f i

i i f f

ll li
l

f l l

l
i f C

l

 

   

 

 
 

 
 

 
   
 
 

 (3.58) 

(i), ( f ) – совокупности квантовых чисел J

, l, s,  в начальном и конечном состоя-

ниях соответственно. Матричный элемент (3.57) удовлетворяет теореме Вигнера–

Эккарта (2.4) 

 

E

1E

1 1
2 1

f f

i i f i

f f i i l m

f f f f i i i i l m

f

Ml s l s
l m s l m sM C

l
  

 
   


 (3.59) 

с приведенным матричным элементом, определяемым выражением: 

  0
1

E

1

3
(2 1) 1;( ),( ) .

14
f f i i f

er
l s l fM s l i 


    (3.60) 
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 Переходя по формуле (1.58) от матричных элементов в базисе АВМРГ (1.13) к 

матричным элементам в базисе АВМРГ (1.11) и используя при этом выражение 

для суммы произведения трех коэффициентов Клебша–Гордана [122] 

 ( 1) (2 1)(2 1) ,c e d b c d f e

a b d b a f c f

a b c
C C C c d C

e f d

   
       



    
     

 
  (3.61) 

которое применительно к рассматриваемому случаю записывается в виде 

 
1

1 1

, ,

( 1) (2 1)(2 ,1)
1

f f f f f fi i

i i i f f i i i

i f

f

i i

i

iJ l i iJ M l m J MJ M

l

s

m s l m s l m J M

f fm m

i f

l s J
C C C C

J l
J l   



  
 

 
  

 
   (3.62) 

получим [113]: 

  
1 0

1

E

1 1

3
( 1) 1;( ),( ) .

14

f i f f fi

i i

J l s J M

f f f f i i i i J M

er
J M l s J M l s i fM C

 

 


  
     (3.63) 

Здесь введены обозначения: 

  
0

1 0 10 , 1 , 11;( ),( ) ,
1

f ff i i

i i i f i f i

i i f f

li il l

J l l

f f l l

l s J
i f C

J l

 

   

 

 
 

 
 

  
    
   

 (3.64) 

 (2 1)(2 1) .
i iJ l i iJ l      

Очевидно, что для матричного элемента (3.63) выполнена теорема Вигнера–

Эккарта (2.4) 

 

E

1E

1 1
2 1

f i

f f fi

i i

f f f i i i J M

f f f f i i i i J M

f

MJ l s J l s
J M l lMs J M s C

J

 

 



 
  


 (3.65) 

с приведенным матричным элементом 

  
1 0

1

E

1

3
( 1) (2 1) 1;( ),( ) .

14

f i fi
J l s

f f f i i i f

er
J l s J l s JM i f
  



  
     (3.66) 

 Общее свойство (3.55) легко усматривается для матричных элементов (3.63) 

при учете свойства симметрии 6j-символов [122] 

 ,
1 1

i i f f

f f i i

l s J l s J

J l J l

   
   

   
 (3.67) 

а также свойств симметрии для коэффициентов Клебша-Гордана (3.56). 

 Приведенные матричные элементы (3.60) и (3.66) электрического дипольного 
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оператора связаны между собой довольно простым соотношением: 

 E

1
f i

f f f i i iJ l s J l sM
     (3.68) 

 E

1

1
( 1) (2 1)(2 1) ,

1
i f i iJ l s

i f f f i i

f f

l s J
J J l s l s

J l
M 

    
     

 
  

которое непосредственно вытекает из явных выражений для этих приведенных 

матричных элементов. 

3.2.3. Матричные элементы электрического квадрупольного оператора 

 При вычислении матричных элементов электрического квадрупольного опера-

тора (2.22) для системы  + h по формулам (3.21)–(3.24) используем значения 

двухчастичных изоспиновых матричных элементов: 

 1 2 2 1p p 7[ (1) (2)] 4 p p 10,l lg g    (3.69) 

 1 2 2 1p n 7[ (1) (2)] 4 n p 3,l lg g     

 1 2 2 1n p 7[ (1) (2)] 4 p n 3,l lg g     

 1 2 2 1n n 7[ (1) (2)] 4 n n 4,l lg g      

 1 2 2 1p n 7[ (1) (2)] 4 p n 0,l lg g     

 1 2 2 1n p 7[ (1) (2)] 4 n p 0,l lg g     

значения произведений (3.33) и выражение для сферических функций [123, 153] 

 ( )
l

lmY     R QR Q n  (3.70) 

,

4 (2 1)!
( ) ( ) ( ) ( ),

(2 1)!(2 2 1)!

l lm

l m m m l m m m

m

l
R Q C Y Y

l    



 
   




 

 



   




  
 R Qn n   

из которого следует равенство 

 
2 2 2 2

2 2 2 2( ) ( ) 2 ( ) 2 ( ).m m m mY Y R Y Q Y     R Q R Q R QR Q n R Q n n n  (3.71) 

В результате получаем: 

  
2

2E 21/2 0
2( ) ( ) exp(

9
/ 2 1

8
)

f is s

er
M       R QQ R  (3.72) 

  2

225[exp( / 2) 1]( ) ( )Y     Q RQR Q R n   
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 2 2 2

2 2 249[( ) ( ) ( ) ( ) .]
f i

Y Q Y R Y       Q R Q RQ R n n n   

В свою очередь, с учетом формул (3.27), (1.48) и (1.51) с тем же значением кон-

станты C, что и при вычислении матричных элементов гамильтониана и электри-

ческого дипольного оператора, матричные элементы на производящих функциях, 

генерирующих трансляционно-инвариантный базис АВМРГ, имеют вид [113]: 

 
2

E 20
2 2, ,

9
25

8
( ) ( )f i

r
M Y

e
s s     Q RQ R nQ R  (3.73) 

 

2 2 2

2 2 2( ) ( ) ( ) ( )
49

e
, , .

xp( / 2) 1
f i

R
s

Y
s

Y Q Y    




  




Q R Q RQ R n n n
Q R

QR
  

 Используя разложение в ряд интеграла перекрытия этих производящих функ-

ций 

 2 *, ( ), ( )lm

m

lmls

l

s Ys Q R Y 




 Q RnR nQ  (3.74) 

и экспоненты 

 2*2 2
,exp( ) ,(

!
( ) )lm lm

l

l l

lm

c Y YQ R c  
 







   Q RQR n n  (3.75) 

значение интеграла по полному телесному углу от произведения трех сфериче-

ских функций [122] 

3 3 3

1 1 2 2 3 3 1 2 1 1 2 2

2

0* 1 2
0 0

30 0

(2 1)(2 1)
( , ) ( , ) ( , )sin ,

4 (2 1)

l l m

l m l m l m l l l m l m

l l
Y Y Y d d C C

l

 

        


 


   (3.76) 

значение суммы произведения трех коэффициентов Клебша–Гордана (3.61), яв-

ные выражения для 6j-символов [122] 

 
0

( 1) ,
(2 1)(2 1)

bc efb e d
b c

d e f b e

 
  

  
  

 (3.77) 

 
0

( 1) ,
(2 1)(2 1)

a e f ab de
a b

d e f a d

   
  

  
  

равенство 

 
1 2

1 21 2
1 2

0

! ! ,

Q R

Q R
Q R

 
 

    
   

 

 


 
 (3.78) 
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а также свойства симметрии коэффициентов Клебша–Гордана [122] 

 ( 1)c a b c c

a b b aC C 
   

    (3.79) 

и (3.56), получаем из соотношения (1.52), воспользовавшись производящими мат-

ричными элементами (3.73), выражение для матричных элементов электрического 

квадрупольного оператора семинуклонной системы в кластерном представлении 

 + h на базисных волновых функциях АВМРГ (1.13): 

 
E

2f f f f i i i il m s lM m s     (3.80) 

    
2

0
1 1, 1 2, 1 2 2

5
25 2;( ),( ) 30 25 49 2;( ),( ) ,

196

f f

f f i i f i

l m

l m

er
i f i f C    


 

       
 

  

со следующими обозначениями: 

  
0

1 0 20 , 2 , 2

2 1
2;( ),( ) ,

2 1

f ff i i

i f i f i

i i f f

ll li
l

f l l

l
i f C

l

 

   

 

 
 

 
 

 
   
 
 

 (3.81) 

  
10 0

2 0 10 0 10

1 2 1
2;( ),( ) 2 1 ,f

f i f i

f f i i

l

l l

i l l

f il l l

i f l C C
l l l



 

 




 

 
    

 
   

 2

2 5 1 9
2 .

! 14 7 14

  







      
           

       
  

Приведенный матричный элемент, отвечающий выражению (3.80), имеет вид: 

 
E

2f f i il Ms l s    (3.82) 

    
2

0
1 1, 1 2, 1 2

5
(2 1) 25 2;( ),( ) 30 25 49 2;( ),( ) .

196 f ff

er
l i f i f 


 

        
 

 

Выражение для матричных элементов электрического квадрупольного оператора 

в базисе АВМРГ (1.11), полученное посредством соотношение (1.58), и соответ-

ствующее ему на основании теоремы Вигнера–Эккарта (2.4) выражение для при-

веденных матричных элементов записываются следующим образом [113]: 

 E

2

2

0 5
( 1)

196

f i fi
J l s

f f f f i i i i

er
J M J M lMl s s

  


 
    (3.83) 

     1 1, 1 2, 1 2 225 2;( ),( ) 30 25 49 2;( ),( ) ,f f

f f i i

J M

J Mi f i f C   
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 E

2

2

0 5
( 1) (2 1)

196

f i fi
J l s

f f f i i i f

er
J l s J l s JM
  



 
     (3.84) 

     1 1, 1 2, 1 225 2;( ),( ) 30 25 49 2;( ),( ) ,
f f

i f i f  
       
 

  

где 

  
0

1 0 20 , 2 , 22;( ),( ) ,
2

f ff i i

i i i f i f i

i i f f

li il l

J l l

f f l l

l s J
i f C

J l

 

   

 

 
 

 
 

  
    
   

 (3.85) 

  
10 0

2 0 10 0 10

1 2 1
2;( ),( ) ,

2

f

i i f f i f i

f f i i

l

i i l l

J l l l l

f if f l l l

l s J
i f C C

l l lJ l



 

 




 

   
     

  
   

 (2 1)(2 1)(2 1) .
i i fJ l l i i fJ l l       

В отличие от выражений для матричных элементов электрического дипольного 

оператора (3.63), (3.66), выражения для матричных элементов электрического 

квадрупольного оператора (3.83), (3.84) представляют собой сумму двух слагае-

мых, одно из которых является диагональным по числу осцилляторных квантов. 

3.2.4. Матричные элементы магнитного дипольного оператора 

 Матричные элементы циклических компонент s1 оператора спина на базис-

ных спиновых функциях s,  = –s,…, s – 1, s, определяются выражением [122]: 

 
1 1( 1) .s

s s ss s s C 
         (3.86) 

Из (3.86) следует, что отличными от нуля являются следующие матричные эле-

менты: 

 10 ,s ss     (3.87) 

 1 1, 1

1
( )( 1).

2
s ss s s           

Учитывая также значения одночастичных изоспиновых матричных элементов 

 
p np p , n n ,s sg g g g   (3.88) 

 p n 0, n p 0,s sg g    

и произведений 



78 
 

 

      
3 3 39

1 0 0 0 0 exp( / 2) 1 ,     Q R QR  (3.89) 

      
4 2 29

2 0 0 0 0 exp( / 2) 1 ,     Q R QR   

можно с использованием формулы (1.69) получить матричные элементы спиновой 

части магнитного дипольного оператора (2.30) на функциях (3.18), (3.19) для се-

минуклонной системы в кластерном представлении  + h: 

  
3M, 10 N n

1 13
2

( ) ( ) ( 1) exp( / 2) 1 ,f

f i i

ss

s s s

g
M s s C



    


    R QQ R  (3.90) 

из которых с учетом (1.48) и (1.51) с константой C = 7
3/2


9
 следуют матричные 

элементы на производящих функциях, генерирующих трансляционно-

инвариантный базис АВМРГ [113]: 

 M, N n
1 1( 1) , , .

3
, ,

2

f

if

s

i

s

s

g
s M s s ss s C



   



  QQ RR  (3.91) 

 Используя значения произведений (3.33) и (3.89), изоспиновые матричные 

элементы (3.69) и 

 p 4 35 ( ) p 39, n 4 35 ( ) n 4,l lg i g i     (3.92) 

 p 4 35 ( ) n 0, n 4 35 ( ) p 0,l lg i g i      

матричные элементы операторов M, 1

1

lM   и M, 2

1

lM  , входящих в (2.32), на функциях 

(3.18), (3.19) можно записать соответственно следующим образом: 

 M, 1

1( ) ( )
f i

l

s sM    Q R  (3.93) 

  
10

2

N 1exp( / 2) exp
4

( / 2) 1 [ ] ,
1 3

98 f i
i   


  QR QR R Q   

 M, 2

1( ) ( )
f i

l

s sM    Q R  (3.94) 

   
10

2

N 13 2exp( / 2) ex
4 3

p( / 2) 1 [ ] .
49 f i

i   


    QR QR R Q   

При получении (3.93) используется формула (1.69), а при получении (3.94) – фор-

мула (1.67). Матричные элементы на производящих функциях, генерирующих 

трансляционно-инвариантный базис АВМРГ, соответствующие (3.93), (3.94), 

находятся с помощью (1.48), (1.51): 
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M, 1

1, ,l

f isMs   Q R  (3.95) 

  
2

N 1exp( / 7) exp
41 3

98
( / 2) 1 [ ] ,

f i
i    


  QR QR R Q   

 
M, 2

1, ,l

f isMs   Q R  (3.96) 

   
2

N 1exp( 9 /14) 3 2exp( / 2) exp
4

( / 2) 1 .
4

[ ]
3

9 f i
i    


    QR QR QR R Q   

Суммируя (3.95) и (3.96), получим производящие матричные элементы орбиталь-

ной части (2.32) магнитного дипольного оператора [113]: 

 
M, N
1 1

25exp( / 2) 24
[ ]

exp( / 2

3
, , , , .

9 )8 1

l

f i f iMs s i s s 




   





Q R Q R

QR
R Q

QR
(3.97) 

 Матричные элементы операторов (2.30), (2.32) в базисе АВМРГ (1.13) в соот-

ветствии с (3.91), (3.97) и (1.52) определяются формулами: 

 M,

1
N n

1

3 ( 1)
,

2

f

f i f i f i i

s

f f f f i i i i l l m m

s

s

sg s
l m s l m s CM  



  


      




  (3.98) 

 M,

1f

l

f f f i i i il m s lM m s      (3.99) 

    N
1, 1 3, 1 2 1

3 2
16 1;( ),( ) .

98

f f

f f i i f i

l m

l mi f C   





       

Здесь 

  
10 0

2 0 10 0 10

1 1 1
1;( ),( ) 2 1 ,f

f i f i

f f i i

l

l l

i l l

f il l l

i f l C C
l l l



 

 




 

 
    

 
  (3.100) 

 3

2 5 1 9 6
74 25 8 41 .

! 14 7 14 7

   







        
               

         

  

При получении этих выражений использовалось равенство [122] 

 1

1 1 1 11

,

[ ] 2i C R Q
  

 
   R Q  (3.101) 

и (3.49), (3.61), (3.74)–(3.76), (3.78). Из (3.98), (3.99) в соответствии с (1.58) сле-

дуют матричные элементы в базисе АВМРГ (1.11) [113]: 

 
M,

1
f i

f f f f i i i

s

iJ M l s JM M l s
 

    (3.102) 
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 n1 N
1

3 ( 1)
( 1) ,

12

f f f f

i f i f i i i

f iJ l s J M

J s l l J M

f

sg l Js s
C

J s
 


 



      
   

  

  

 M,

1
f i

f f f f i i i

l

iJ M l s JM M l s
 

    (3.103) 

    
1 N

1, 1 3, 1 2 1

3 2
( 1) 16 1;( ),( ) ,

98

i f f f

f f i i

J l s J M

J Mi f C  





  

        

где 

  
10 0

2 0 10 0 10

1 1 1
1;( ),( ) .

1

f

i i f f i f i

f f i i

l

i i l l

J l l l l

f if f l l l

l s J
i f C C

l l lJ l



 

 




 

   
     

  
   (3.104) 

Сумма матричных элементов (3.102) и (3.103) образует матричные элементы маг-

нитного дипольного оператора (2.29) в базисе АВМРГ (1.11) для семинуклонной 

системы  + h. Приведенные матричные элементы этого оператора нетрудно по-

лучить, исходя из теоремы Вигнера–Эккарта (2.4). 

3.3. Результаты расчетов и обсуждение 

 Явные выражения для парциальных астрофизических S-факторов реакции ра-

диационного захвата 
3
He(, )

7
Be получаются из (3.7) после подстановки в него 

парциального сечения (3.4), приведенных матричных элементов электрического 

дипольного оператора (3.66) и конкретных значений квантовых чисел. S-факторы, 

отвечающие радиационному захвату в системе  + h с образованием 
7
Be в основ-

ном состоянии, имеют следующий явный вид: 

 (α+h) 3 4 (1)

ц.м. ц.м. пор 01/2 3/2 1/2 3/2
( ) 5 ( ) exp(2 ),S E C E E r     

    (3.105) 

 (α+h) 3 4 (2)

ц.м. ц.м. пор 03/2 3/2 3/2 3/2
( ) ( ) exp(2 ),S E C E E r     

     

 (α+h) 3 4 (2)

ц.м. ц.м. пор 05/2 3/2 5/2 3/2
( ) 9 ( ) exp(2 ).S E C E E r     

     

В свою очередь, парциальные S-факторы, характеризующие захват с образовани-

ем 
7
Be в первом возбужденном состоянии, определяются выражениями: 

 (α+h) 3 4 (1)

ц.м. ц.м. 01/2 1/2 1/2 1/2
( ) 2.5 ( ) exp(2 ),S E C E r     

    (3.106) 
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 (α+h) 3 4 (2)

ц.м. ц.м. 03/2 1/2 3/2 1/2
( ) 5 ( ) exp(2 ).S E C E r     

     

В формулах (3.105), (3.106) введены обозначения: 

 
2

(α+h) (α+h) (1) 7 (α+h)

пор возб G ц.м.3

8
, ( Be), 2 / ,

2205( )

e
C E E E E

c


      (3.107) 
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2 2 2 222 ( )! 6 5 1 9
3 3 ,

!(2 2 1)! 7 14 7 14

n l n l n l n ll

nl

n l

n n l




             
             

           

  

n = ( – l)/2 – радиальное квантовое число, определяющее число узлов радиальной 

части осцилляторной волновой функции (не считая точки начала координат). 

При решении систем уравнений АВМРГ (1.29) и (1.31) для нахождения чис-

ленных значений коэффициентов C
 (д)

 и C
 (н)

 соответственно в качестве ядерного 

NN-потенциала использовался модифицированный потенциал Хазегавы–Нагаты 

(1.21), который имеет три параметра, допускающих небольшую вариацию: gц, gls, 

gт (интенсивности майорановского центрального, спин-орбитального и тензорно-

го взаимодействий соответственно). Однако, в рассматриваемой задаче тензорное 

взаимодействие не дает вклада, поскольку канальный спин системы равен 1/2 как 

в начальном, так и в конечном состояниях. Кроме того, результаты расчетов ока-

зываются слабо чувствительными к вариации параметра gls. В результате в потен-

циале в небольших пределах варьировался только параметр gц. Еще одним варьи-

руемым параметром является осцилляторный радиус r0, входящий в осциллятор-

ные функции (1.9). Таким образом, в рассматриваемой задаче имеется два подго-

ночных параметра – r0 и gц. Эти параметры были выбраны таким образом (r0 = 1.2 

фм, gц = 1.035), чтобы достичь наилучшего описания фаз (фазовых сдвигов) упру-

гого рассеяния 
4
He(

3
He, 

3
He)

4
He [154–159] и современных экспериментальных 

данных по астрофизическому S-фактору реакции радиационного захвата 
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3
He(, )

7
Be [64–74]. Соответствующие данные по фазам рассеяния и S-фактору 

вместе с их теоретическими расчетами приведены на рисунках 3.2 и 3.3. 

 

 

Рисунок 3.2. Фазы упругого рассеяния 
4
He(

 3
He, 

3
He)

4
He. Сплошные линии – расчет в рамках 

АВМРГ (r0 = 1.2 фм, gц = 1.035), различные фигурки – данные из работ [154–159]. 

 

На рисунке 3.2 представлены шесть наборов данных [154–159] по фазовому 

сдвигу 
1/2
   упругого рассеяния 

4
He(

3
He, 

3
He)

4
He в диапазонах энергии 

Eц.м. = 1.73.1 МэВ, 3.36.9 МэВ, 2.610.3 МэВ, 3.27.7 МэВ, 1.43.3 МэВ, 1.93.9 

МэВ соответственно и четыре набора данных [154–157] по фазовым сдвигам 
3/2
   

и 
5/2
   в диапазонах энергии Eц.м. = 1.73.1 МэВ, 3.36.9 МэВ, 2.610.3 МэВ, 

3.27.7 МэВ соответственно. Фаза 
1/2
   при наиболее низких энергиях представ-

лена в работе [158], а фазы 
3/2
  , 

5/2
   – в работе [154]. Наиболее широкий диапа-

зон энергий охвачен в [156]. Погрешности значений фазы 
1/2
   указаны только в 

[158, 159]. Погрешности фаз 
3/2
  , 

5/2
   не указаны ни в одной из работ. 
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 Из рисунка 3.2 видно, что значения фаз 
3/2
   и 

5/2
   сконцентрированы в ос-

новном в окрестности 0
°
. В целом, данные по фазе 

3/2
   согласованы между собой, 

а данные по фазе 
5/2
   – между собой. Небольшое расхождение имеется с данны-

ми из работы [155], которые при энергиях Eц.м. > 5 МэВ лежат немного ниже дан-

ных [156, 157]. Что касается фазы 
1/2
  , то она убывает с ростом энергии. Данные 

[154, 156–159] по этой фазе согласуются друг с другом, но находятся в расхожде-

нии с данными [155], начиная с 4 МэВ. Если до 4 МэВ данные [155] согласованы с 

остальными данными, то после 4 МэВ данные [155] лежат несколько выше, чем 

[156, 157]. Рассчитанные в рамках АВМРГ фазовые сдвиги 
3/2
   и 

5/2
   наклады-

ваются друг на друга и почти неразличимы на рисунке. Они находятся в очень хо-

рошем согласии со всеми данными вплоть до 5 МэВ, а с данными [155] даже во 

всем их диапазоне энергий (3.36.9 МэВ). Расчетный фазовый сдвиг 
1/2
   нахо-

дится в хорошем согласии со всеми данными вплоть до 5.5 МэВ, кроме данных 

[155], с которыми он согласуется вплоть до 4 МэВ. При этом с [156] имеется 

очень хорошее соответствие. Расхождение расчетных фаз 
1/2
   и 

3/2
  , 

5/2
   с 

имеющимися данными при энергиях больших 5.5 МэВ и 5 МэВ соответственно 

(расчетные кривые лежат несколько ниже), по-видимому, обусловлено тем, что 

при энергиях ≥ 4.0193 МэВ [148] наряду с упругим рассеянием изотопов гелия 

возможна реакция 
4
He(

3
He, p)

6
Li, а при энергиях > 5.4935 МэВ [148] становится 

возможной и реакция 
4
He(

3
He, pd)

4
He. В нашем одноканальном расчете эти кана-

лы реакции не учитываются. Не исключено, что именно поэтому расчетная кривая 

оказывается слегка заниженной по сравнению с имеющимися данными в области 

энергий, где эти каналы являются открытыми. 

 Из рисунка 3.3 следует, что расчетная кривая для S-фактора [115] очень хоро-

шо согласуется со всеми современными экспериментальными данными [64–74] 

как в области низких (< 1 МэВ), так и в области средних (> 1 МэВ) энергий. Од-

нако, расчетная кривая так же, как и современные экспериментальные данные, 

оказывается завышенной по сравнению со “старыми” данными [56] в области 
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средних энергий и, в целом, имеет более плавную энергетическую зависимость во 

всем диапазоне энергий, чем [56]. Эксперимент [56] является единственным “ста-

рым” экспериментом по измерению S-фактора реакции 
3
He(, )

7
Be, в котором 

достаточно обширно охвачены средние энергии. Поэтому большинство теорети-

ческих расчетов, выполненных до появления современных данных, были ориен-

тированы именно на его описание. Однако, расчет, представленный в данной дис-

сертации, свидетельствует в пользу современных экспериментальных данных. 

 

 

Рисунок 3.3. Астрофизический S-фактор реакции 
3
He(,  )

7
Be. Сплошная линия – расчет в 

рамках АВМРГ (r0 = 1.2 фм, gц = 1.035), различные фигурки – экспериментальные данные из 

работ [43, 56–60, 62–74]. 

 

 В таблице 3.1 приведены экспериментальные [148, 160] и расчетные значения 

энергий основных состояний изотопов гелия E(
4
He), E(

3
He), основного E(

7
Be) и 

первого возбужденного E(
7
Be*) состояний ядра 

7
Be, порога развала 

7
Be на два 

кластера  + h, а также разности  (+h)
 последнего и энергии возбуждения первого 

возбужденного состояния 
7
Be, полученные при таких же параметрах, как фазовые 

сдвиги и S-фактор на рисунках 3.2 и 3.3. 
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Таблица 3.1. Энергии ядер 
4
He, 

3
He, 

7
Be. 

Энергия (МэВ) E(
4
He) E(

3
He) E(

7
Be) E(

7
Be*) 

(α+h)

порE   (+h)
 

Эксперимент –28.296 –7.718 –37.600 –37.171 1.586 1.157 

Расчет –26.703 –2.073 –29.754 –29.627 0.978 0.850 

 

 Из таблицы 3.1 видно, что расчетные энергии E(
4
He), (α+h)

порE  и  (+h)
 достаточно 

близки к их экспериментальным значениям, в то время как расчетные энергии 

E(
3
He), E(

7
Be) и E(

7
Be*) отличаются от экспериментальных на несколько МэВ. 

Данное отличие, по-видимому, связано с тем, что для описания h-кластера ис-

пользуется весьма простая волновая функция, а при описании структуры 
7
Be учи-

тывается только одна единственная кластерная конфигурация  + h без рассмот-

рения других, например, 
6
Li + p, относящейся к закрытому каналу. 

 На рисунках 3.4 и 3.5 показаны расчетные кривые для S-фактора и фазовых 

сдвигов соответственно при различных значениях параметров r0 и gц. В частности, 

рассмотрены критерии выбора этих параметров, когда удается точно воспроизве-

сти E(
4
He) (r0 = 1.386 фм) и в совокупности с ней одну из следующих величин: 

E(
7
Be) (gц = 0.9169), E(

7
Be*) (gц = 0.92506), (α+h)

порE  (gц = 0.9792),  (+h)
 (gц = 0.99077) 

(см. таблицу 3.2). 

 

Таблица 3.2. Энергии ядер 
4
He, 

3
He и 

7
Be, вычисленные при различных значениях параметра gц. 

Энергия, 

МэВ 
Эксперимент 

Расчет 

r0 = 1.386 фм 

gц = 

0.9169 

gц = 

0.92506 

gц = 

0.9792 

gц = 

0.99077 

gц = 

1.021 

E(
4
He) –28.296 –28.296 –28.296 –28.296 –28.296 –28.296 

E(
3
He) –7.718 –5.638 –5.638 –5.638 –5.638 –5.638 

E(
7
Be) –37.600 –37.600 –37.302 –35.520 –35.184 –34.388 

E(
7
Be*) –37.171 –37.463 –37.171 –35.420 –35.091 –34.312 

(α+h)

порE  1.586 3.665 3.368 1.586 1.250 0.454 

 (+h)
 1.157 3.529 3.237 1.486 1.157 0.378 
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 Сплошная линия на рисунке 3.4 получена при тех же значениях параметров, 

что и на рисунке 3.3. Расчетные кривые (а)–(г) оказались значительно завышен-

ными по сравнению со сплошной линией. Кривая (д) в области средних энергий 

очень хорошо согласуется как со сплошной линией, так и с представленными там 

экспериментальными данными. Однако, в области низких энергий эта кривая от-

клоняется от сплошной линии и лежит немного ниже современных эксперимен-

тальных данных. Рисунок 3.4 показывает, что результаты расчетов S-фактора 

весьма чувствительны к вариации параметра gц. 

 

 

Рисунок 3.4. Астрофизический S-фактор реакции 
3
He(,  )

7
Be, вычисленный при различных 

значениях параметров модели. Пунктирные линии – расчет с r0 = 1.386 фм и gц = 0.9169 (а), 

0.92506 (б), 0.9792 (в), 0.99077 (г), 1.021 (д); сплошная линия – расчет с r0 = 1.2 фм и gц = 1.035. 

 

 Две верхние пунктирные линии для фаз 
1/2
   и 

3/2
  , 

5/2
   (кривые для фаз 

3/2
   

и 
5/2
   почти неразличимы) на рисунке 3.5 получены при параметрах, отвечаю-

щих кривым (а) и (б) на рисунке 3.4. Эти параметры уточняют описание фаз упру-

гого рассеяния, но, к сожалению, значительно завышают S-фактор. Таким обра-
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зом, наиболее оптимальными для реакции 
3
He(, )

7
Be являются значения пара-

метров r0 = 1.2 фм, gц = 1.035, при которых удается одновременно хорошо описать 

современные экспериментальные данные по S-фактору этой реакции и данные по 

фазам упругого рассеяния 
4
He(

3
He, 

3
He)

4
He, а также удается достичь вполне ра-

зумного соответствия со всей остальной совокупностью представленных данных. 

 

 

Рисунок 3.5. Фазы упругого рассеяния 
4
He(

 3
He, 

3
He)

4
He. Фаза 

1/2
  : верхняя, средняя и нижняя 

пунктирные линии – расчет с r0 = 1.386 фм и gц = 0.9169, 0.92506, 1.021 соответственно; 

верхняя и нижняя точечная линии – расчет с r0 = 1.386 фм и gц = 0.9792, 0.99077 соответ-

ственно. Для фаз 
3/2
  , 

5/2
   все аналогично. Сплошные линии и фигурки – см. рисунок 3.2. 

 

 На рисунке 3.6 показаны парциальные S-факторы (3.105), (3.106) и S-факторы 

захвата в системе  + h с образованием 
7
Be в основном S0 и первом возбужденном 

S1 состояниях, вычисленные с оптимальным набором значений параметров – 

r0 = 1.2 фм, gц = 1.035. Также на рисунке отмечены современные эксперименталь-

ные данные [67, 68, 72, 74] для S0 и S1, полученные в ходе измерений мгновенного 

-излучения, образующегося в результате реакции 
3
He(, )

7
Be. 
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Рисунок 3.6. Парциальные S-факторы реакции 
3
He(,  )

7
Be. Кривые – расчет в рамках АВМРГ 

с r0 = 1.2 фм и gц = 1.035. Фигурки – экспериментальные данные [67, 68, 72, 74]. 

 

 Из рисунка 3.6 видно, что теоретические кривые для S0 и S1 достаточно хоро-

шо согласуются с экспериментальными данными. При этом S0 чуть больше чем в 

два раза превосходит по величине S1 во всем диапазоне представленных энергий. 

Из рисунка также видно, что захват в системе  + h, находящейся в S-состоянии, с 

образованием 
7
Be в основном состоянии вносит наибольший вклад в полный S-

фактор реакции 
3
He(, )

7
Be при низких энергиях. Захват в системе  + h, нахо-

дящейся в S-состоянии рассеяния, с образованием 
7
Be в первом возбужденном со-

стоянии также существенен, но его вклад меньше, чем вклад захвата с образова-

нием 
7
Be в основном состоянии. В области средних энергий, начиная с энергий 

~ 1.2 МэВ, становится существенным вклад в полный S-фактор от захвата в си-

стеме  + h, находящейся в D-состоянии рассеяния, с образованием 
7
Be в основ-

ном состоянии, а с энергий ~ 1.8 МэВ – и с образованием 
7
Be в первом возбуж-

денном состоянии. Начиная с энергий ~ 2.2 МэВ, 
5/2 3/2

S  
 превосходит 

1/2 3/2
S  

. 

Таким образом, радиационный захват в системе  + h, находящейся в S-
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состояниях рассеяния, создает доминирующий вклад в полный S-фактор при низ-

ких энергиях, особенно в окрестности нулевой энергии. В области средних энер-

гий уже определенную роль начинает играть захват в системе  + h, находящейся 

в D-состояниях рассеяния. 

 На рисунке 3.7 показан расчетный коэффициент ветвления реакции 

3
He(, )

7
Be [115], сравнение которого с экспериментальными данными [56–

59, 62, 67, 68, 72, 74] также является очень важной проверкой достоверности тео-

ретической модели. 

 

 

Рисунок 3.7. Коэффициент ветвления реакции 
3
He(,  )

7
Be. Фигурки – экспериментальные 

данные (см. текст). Сплошная линия – расчет с r0 = 1.2 фм, gц = 1.035. Верхняя, средняя, ниж-

няя пунктирные линии – расчет с r0 = 1.386 фм, gц = 0.9169, 0.9792, 1.021 соответственно. 

 

 Из рисунка 3.7 следует, что расчетный коэффициент ветвления R, который яв-

ляется отношением S1 к S0, почти не зависит от энергии в диапазоне указанных 

средних энергий. В диапазоне низких энергий R слегка уменьшается с понижени-

ем энергии. Наилучшего согласия с экспериментальными данными достигает 

сплошная линия, отвечающая оптимальному набору параметров. Пунктирные ли-
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нии отличаются от сплошной, в основном, в области низких энергий. Коэффици-

ент ветвления, в целом, демонстрирует меньшую чувствительность к параметрам 

модели по сравнению с парциальными и суммарным S-факторами. 

 В расчетах достигнуто достаточно хорошее согласие теоретических величин S-

факторов захвата S0, S1 и коэффициента ветвления реакции R с современными 

экспериментальными данными. Таким образом, дана теоретическая интерпрета-

ция результатов современных экспериментов на основе микроскопического под-

хода, использующего реалистический нуклон-нуклонный потенциал. Кроме того, 

на примере рассмотренной системы можно сделать вывод о том, что АВМРГ с 

простейшими внутренними волновыми функциями кластеров, выбранными в виде 

волновых функций нижайших, допустимых принципом Паули, состояний транс-

ляционно-инвариантной осцилляторной модели оболочек, способна вполне 

успешно давать детальное описание реакций радиационного захвата в легкоядер-

ных системах, в том числе воспроизводить и такие тонкие характеристики, как 

парциальные S-факторы. 

 На рисунке 3.8 проводится сравнение S-фактора реакции 
3
He(, )

7
Be, полу-

ченного нами в настоящей работе в рамках АВМРГ, с наиболее современными 

микроскопическими и полумикроскопическими расчетами [102, 103, 106, 108, 

110], выполненными, начиная с 2000 г., а на рисунке 3.9 – с микроскопическими 

расчетами, базирующимися на МРГ [93, 95–98, 100, 102, 103]. 

 В работах [102, 103] с использованием одной из реализаций МРГ, основанной 

на разложении волновой функции относительного движения кластеров по набору 

гауссовских функций, выполнены как одноканальный (нижние пунктирно-

точечная и утолщенная пунктирная кривые соответственно), так и многоканаль-

ный (верхние пунктирно-точечная и утолщенная пунктирная кривые соответ-

ственно) расчеты, в которых наряду с кластерной конфигурацией  + h учтена 

также конфигурация 
6
Li + p. Из рисунка 3.8 видно, что одноканальные расчеты из 

этих работ оказываются заниженными по сравнению с наиболее современными 

экспериментальными данными, а многоканальные – завышены. При этом однока-

нальные расчеты согласованы друг с другом и хорошо описывают единственный 
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“старый” эксперимент [56], широко охватывающий область средних энергий. 

 В [106, 108] расчеты выполнены с использованием ab initio подходов к описа-

нию состояний дискретного спектра 
7
Be. Однако, состояния непрерывного спек-

тра трактуются в рамках потенциальной кластерной модели. Поэтому данные 

расчеты являются полумикроскопическими. Соответствующие этим расчетам 

кривые согласованы друг с другом, но при этом лежат значительно ниже совре-

менных экспериментальных данных и всех остальных кривых, приведенных на 

рисунке 3.8. 

 

 

Рисунок 3.8. Сравнение астрофизического S-фактора реакции 
3
He(,  )

7
Be, вычисленного в 

рамках АВМРГ (r0 = 1.2 фм, gц = 1.035), с наиболее современными микроскопическими 

[102, 103, 110] и полумикроскопическими [106, 108] расчетами. Фигурками отмечены экспери-

ментальные данные (см. рисунок 3.3). 

 

 В [110] состояния дискретного и непрерывного спектров описываются в рам-

ках ab initio подхода. Астрофизический S-фактор, вычисленный в этой работе, до-

статочно хорошо согласуется с современными данными. Но стоит отметить, что 
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он слегка завышен по сравнению с низкоэнергетическими данными коллаборации 

LUNA [70–73]. 

 Наша расчетная кривая наилучшим образом согласуется со всей совокупно-

стью современных экспериментальных данных по сравнению с другими кривыми 

на рисунке 3.8. Кроме того, она демонстрирует наиболее плавную энергетическую 

зависимость, которая свойственна современным данным. 

 

 

Рисунок 3.9. Сравнение астрофизического S-фактора реакции 
3
He(,  )

7
Be, вычисленного в 

рамках АВМРГ (r0 = 1.2 фм, gц = 1.035), с расчетами, основанными на МРГ [93, 95–

98, 100, 102, 103]. Фигурками отмечены экспериментальные данные (см. рисунок 3.3). 

 

 На рисунке 3.9 кривая, соответствующая самому первому микроскопическому 

расчету S-фактора реакции 
3
He(, )

7
Be [93], выполненному в 1981 г. в рамках 

традиционного МРГ, завышена по отношению к большинству экспериментальных 

данных. 

 Помимо [102, 103] многоканальный расчет S-фактора реакции 
3
He(, )

7
Be 
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представлен также в [97] (на рисунке 3.9 – верхняя пунктирная кривая с двумя 

точками между пунктирами). Фактически, [97] является единственной работой до 

2000 г., в которой выполнен многоканальный микроскопический расчет. В отли-

чие от кривых из работ [102, 103], кривая из [97] хорошо согласуется с современ-

ными экспериментальными данными в области низких энергий. Но при этом в об-

ласти средних энергий очевидна ее тенденция к отклонению вниз от современных 

данных. 

 В [100] выполнен расчет S-фактора в области низких энергий, который нахо-

дится в хорошем согласии с современными данными. Однако, тяжело судить о 

качестве данного расчета, поскольку он не охватывает средние энергии, также об-

разующие весьма проблематичный диапазон. 

 Из рисунка 3.9 видно, что расчеты [96, 98] и одноканальные расчеты 

[97, 102, 103] достаточно хорошо согласуются друг с другом и “старыми ”данны-

ми [56]. Но соответствующие им кривые лежат значительно ниже современных 

данных. 

 Таким образом, наш расчет наилучшим образом согласуется со всей совокуп-

ностью наиболее современных экспериментальных данных не только по сравне-

нию с наиболее современными микроскопическими и полумикроскопическими 

расчетами, но и по сравнению со всеми остальными микроскопическими расчета-

ми, основанными на МРГ и различных его реализациях. 

 В целом, между расчетными кривыми на рисунках 3.8 и 3.9 имеется и каче-

ственное расхождение, и значительный количественный разброс. Причина этого 

до сих пор остается нераскрытой. 
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Глава 4. Реакция радиационного захвата 

3
H(, )

7
Li 

4.1. Предварительные замечания 

 Реакция радиационного захвата 
3
H(, )

7
Li является зеркальной по изоспину к 

реакции 
3
He(, )

7
Be, т.е. эти реакции отличаются заменой всех протонов на 

нейтроны и наоборот. Реакция 
3
H(, )

7
Li возникает при столкновении -частицы 

и тритона t (ядра 
3
H) и сопровождается образованием ядра 

7
Li с испусканием -

кванта. Для нее, также как и для зеркальной реакции, из закона сохранения энер-

гии вытекает соотношение: 

 (α+t) ( ) 7

γ ц.м. пор возб ( Li),nE E E E    (4.1) 

где (α+t)

порE  – порог развала 
7
Li на два кластера  + t, ( ) 7

возб ( Li)nE  – энергия возбужде-

ния n-го внутреннего состояния ядра 
7
Li. Экспериментальные значения энергий 

(α+t)

порE  и ( ) 7

возб( Li)nE  равны [148]: 

 (α+t) (0) 7 (1) 7 (2) 7

пор возб возб возб2.467, ( Li) 0, ( Li) 0.478, ( Li) 4.652.E E E E     (4.2) 

(все энергии измеряются в МэВ). С учетом этих значений можно получить следу-

ющие соотношения: 

 (0) (1) (2)

γ ц.м. γ ц.м. γ ц.м.2.467, 1.989, 2.185,E E E E E E       (4.3) 

где ( )

γ

nE  – энергия -кванта, испускаемого в результате захвата в системе  + t с 

образованием ядра 
7
Li в n-ом состоянии. Из (4.3) видно, что захват в системе  + t, 

сопровождающийся образованием 
7
Li в основном и первом возбужденном состо-
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яниях, возможен при любых энергиях относительного движения. При этом захват 

с образованием 
7
Li во втором возбужденном состоянии возможен только, начиная 

с энергий больших 2.185 МэВ. Схема реакции 
3
H(, )

7
Li показана на рисунке 4.1. 

 

 

Рисунок 4.1. Схема переходов, сопровождающих реакцию 
3
H(,  )

7
Li. 

 

 В области энергий Eц.м., не превышающих 1.5 МэВ, доминирующий вклад в 

полное сечение рассматриваемой реакции дает радиационный E1-захват в системе 

 + t, находящейся в S- и D-состояниях рассеяния [77, 98, 106]. При этом в данном 

диапазоне энергий, как видно из (4.3), захват возможен только в основное 

(J

 = 3/2

–
) и первое возбужденное (J


 = 1/2

–
) состояния ядра 

7
Li. Состояния 

7
Li 

рассматриваем в рамках одноканального варианта АВМРГ как связанные P-

состояния системы, состоящей из двух кластеров  + t, которые считаем невоз-

бужденными (s = 1/2). Парциальные сечения реакции 
3
H(, )

7
Li в рамках АВМРГ 

выражаются формулой, аналогичной формуле (3.4) для зеркальной реакции 

3
He(, )

7
Be, с теми же значениями квантовых чисел для захватов, сопровождаю-

щихся образованием 
7
Li в основном и первом возбужденном состояниях. Полное 

сечение и коэффициент ветвления реакции определяются выражениями вида (3.5) 

и (3.6) соответственно. Астрофизический S-фактор имеет вид (3.7), но с энергией 

Гамова EG = 6.76 МэВ для системы  + t. 

 Таким образом, все сказанное ранее относительно расчета сечения и астрофи-
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зического S-фактора реакции 
3
He(, )

7
Be остается справедливым и для зеркаль-

ной реакции 
3
H(, )

7
Li. Принципиальное отличие здесь проявляется в матричных 

элементах кулоновского взаимодействия, электромагнитных мультипольных опе-

раторов и в асимптотике волновой функции относительного движения. 

4.2. Вычисление матричных элементов операторов 

семинуклонной системы в кластерном представлении 

4
He +

3
H в базисе АВМРГ 

4.2.1. Производящие матричные элементы гамильтониана 

 Внутренняя трансляционно-неинвариантная волновая функции нижайшего, 

допустимого принципом Паули, состояния -кластера в обычной осцилляторной 

модели оболочек имеет вид (3.8). Внутренние волновые функции (3.9), (3.10) h-

кластера отличаются от соответствующих волновых функций t-кластера изоспи-

новым состоянием одного из нуклонов (в h-кластере два нуклона находятся в про-

тонном изоспиновом состоянии, а один нуклон – в нейтронном, в то время как в t-

кластере все наоборот): 

  
t t

(t)

1 2, 31/2 1/2 A 0 n 0 p 0 n ,s         (4.4) 

  
t t

(t

1/2, 1/2

)

1 2 3
A 0 n 0 p 0 n .s         (4.5) 

С учетом (4.4), (4.5) функции (3.15), (3.16) для системы  + t принимают вид: 

 (α t)

1/2, 1/2( )s 


  R  (4.6) 

  1 2 3 4 5 6 7
0 n 0 p 0 n 0A 0 n 0 p 0 n ,p          R R R   

 (α t)

1/2, 1/2( )s 


  R  (4.7) 

  
1 2 3 4 5 6 7

0 n 0 p 0 n 0A 0 n 0 p 0 n .p          R R R   

Функции (4.6), (4.7) можно записать в виде (3.18), (3.19), в котором одночастич-
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ные функции i, i, i = 1,…, 4, определяются выражениями (3.20), а функции i, i, 

i = 5,…, 7, определяются следующим образом: 

 
5 5( ) (, , 0 n) ,i i i
    r R r R R  (4.8) 

 6 6, 0 p , , 0 ,( ) ( ) pi ii i
     r R R r R R   

 
7 7( ) (, , 0 n) ,i i i
    r R r R R   

 1, ,7.i    

В результате для вычисления матричных элементов гамильтониана можно вос-

пользоваться формулами (3.21)–(3.24). Следует отметить, что для системы  + t 

выражения (3.25)–(3.33) также остаются справедливыми. 

 Оператор кинетической энергии (1.19) не содержит изоспиновых операторов. 

Поэтому его производящие матричные элементы одинаковы для зеркальных по 

изоспину систем  + t и  + h и определяются выражением (3.34). Производящие 

матричные элементы ядерного потенциала (1.21) также совпадают для обеих си-

стем в силу изотопической инвариантности ядерных сил. Аналогичные равенства 

выполняются и для матричных элементов этих операторов в базисах АВМРГ. Та-

ким образом, единственное отличие матричных элементов гамильтонианов си-

стем  + t и  + h заключается в матричных элементах оператора кулоновского 

взаимодействия (1.20). Производящие матричные элементы этого оператора для 

системы  + h определяются формулами (3.35), (3.36), а для системы  + t имеют 

вид: 

 к л

2

0

у

2
, ,f is V s

e

r



   Q R Q R  (4.9) 

 
1

( ) ( ) (0) 2

0

exp ( 9 /14) (2 )( 1) ( ) ,
f i

U U U d     


     


QR   

где величины U
 (+)

, U
 (–)

, U
 (0)

,  определяются формулами (3.36). Вклад во внут-

реннюю энергию t-кластера от центрального обменного нуклон-нуклонного взаи-

модействия совпадает с аналогичным вкладом во внутреннюю энергию h-

кластера (3.40). Однако, внутренняя энергия t-кластера 
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2

(t) (t) (t) (h)

ц ц ц2

0

3
, ,

2mr
       (4.10) 

в отличие от внутренней энергии h-кластера (3.42) не содержит вклад от кулонов-

ского взаимодействия. 

4.2.2. Матричные элементы электрических дипольного, квадрупольного 

и магнитного дипольного операторов 

 Вычисления, полностью аналогичные тем, которые были выполнены для по-

лучения производящих матричных элементов электромагнитных мультипольных 

операторов системы  + h, приводят к следующим выражениям для производя-

щих матричных элементов электрических дипольного и квадрупольного операто-

ров, а также спиновой и орбитальной частей магнитного дипольного оператора 

системы  + t [113]: 

 E 0
1 1 1(, , , , ,)

7
) (f i f i

er
M QY RYs s s s         Q R Q RnQ nR  (4.11) 

 
2

E 20
2 2, ,

19
34( ) ( )

6
f i

e
s s

r
M Y     Q RQ R nQ R  (4.12) 

 

2 2 2

2 2 2( ) ( ) ( ) ( )
49

e
, , ,

xp( / 2) 1
f i

R
s

Y
s

Y Q Y    




  




Q R Q RQ R n n n
Q R

QR
  

 
N pM,

1 1( 1) , , ,
3

, ,
2

f

if

s

i

s

s

g
s M s s ss s C



   



  QQ RR  (4.13) 

 M,

1 1
N 34exp( / 2) 15

exp( /

3
, , [ ] , , .

196 2) 1
f i f i

ls s i s sM  


   









QR

Q
R Q Q R

R
Q R  (4.14) 

Из (4.11) и (3.47) видно, что производящие матричные элементы электрического 

дипольного оператора для систем  + t и  + h отличаются только знаком. Как 

следствие, то же самое остается справедливым и для матричных элементов данно-

го оператора в базисах АВМРГ. Производящие матричные элементы других опе-

раторов для обеих кластерных конфигураций имеют схожую зависимость от гене-

раторных параметров, но отличаются значениями некоторых коэффициентов. 
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 В соответствие с изложенной ранее на примере системы  + h методикой вы-

числения матричных элементов электромагнитных мультипольных операторов на 

базисных волновых функциях АВМРГ (1.11) получаем для системы  + t следу-

ющие матричные элементы электрических дипольного, квадрупольного и магнит-

ного дипольного операторов [113]: 

  E

1
0

1 1

3
( 1) 1;( ),( ) ,

14

f i f f fi

i i

J l s J M

f f f f i i i i J M

er
J M l s J M iM l s f C
 

  


 
     (4.15) 

 E

2

2

0 5
( 1)

392

f i fi
J l s

f f f f i i i i

er
J M J M lMl s s

  


 
   (4.16) 

     1 1, 1 2, 1 2 234 2;( ),( ) 30 34 49 2;( ),( ) ,f f

f f i i

J M

J Mi f i f C   
       
 

  

 
M,

1
f i

f f f f i i i

s

iJ M l s JM M l s
 

    (4.17) 

 
p1 N

1

3 ( 1)
( 1) ,

12

f f f f

i f i f i i i

f iJ l s J M

J s l l J M

f

sg l Js s
C

J s
 


 



      
   

  

  

 
M,

1
f i

f f f f i i i

l

iJ M l s JM M l s
 

    (4.18) 

    
1 N

1, 1 4, 1 2 1

3 2
( 1) 10 1;( ),( ) ,

196

i f f f

f f i i

J l s J M

J Mi f C  





  

        

где 

 4

2 5 1 9 6
83 34 5 44 .

! 14 7 14 7

   







        
               

         

 (4.19) 

Сумма матричных элементов (4.17), (4.18) образует матричные элементы магнит-

ного дипольного оператора. Приведенные матричные элементы, соответствующие 

матричным элементам (4.15)–(4.18), получаются путем применения теоремы 

Вигнера–Эккарта (2.4). 

 Таким образом, из (3.63), (3.83), (3.102), (3.103) и (4.15)–(4.18) видно, что для 

систем  + t и  + h матричные элементы электрических дипольного (2.20), квад-

рупольного (2.22) и магнитного дипольного (2.29) операторов в базисе АВМРГ 

соответственно имеют схожую зависимость от квантовых чисел. В результате для 

обеих систем матричные элементы этих операторов можно записать в унифици-
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рованной форме [113]: 

  E

1 1
0

11

3
1;( ),( ) ,

14

f f fi

i i

J M

f f f f i i i i J M

er
J M l s J M l s i f CM  

   


   (4.20) 

 E

2
f i

f f f f i i i iJ M l s JM M l s

     (4.21) 

     
2

0
1, 1 2, 1 2 11 2 2

1

2

5
30 49 2;( ),( ) 2;( ),( ) ,

2

f f

f f i i

J M

J M

er
i f i f Ca a

a
  


  

      
 

  

 M,

1
f i

f f f f i i i

s

iJ M l s JM M l s
 

    (4.22) 

 N
2 1

3 ( 1)
,

12

f f

i f i f i i i

f i J M

J s l l J M

f

s l Jg s s
C

J s
 


  



   
  

  

  

 M,

1
f i

f f f f i i i

l

iJ M l s JM M l s
 

    (4.23) 

    N
1 1, 1 1 23

1

1

3 2
1;( ),( ) .f f

f f i i

J M

J Mi Ca
a

f  





       

Здесь введены обозначения: 

    
3 4 3

n 3 1
1, , , 98, 25, 16 для He+ He;k k

ag g  


       (4.24) 

    
3 4 3

p 4 1
1, , , 196, 34, 10 для He+ H;

kkag g  
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Из приведенных выражений следует, что матрицы операторов (2.29), (2.20) и 

(2.22) являются соответственно диагональной, двухдиагональной и трехдиаго-

нальной (якобиевской) по числу осцилляторных квантов. 

4.3. Результаты расчетов и обсуждение 

 Явные выражения для парциальных астрофизических S-факторов реакции 

3
H(, )

7
Li имеют вид, полностью аналогичный виду выражений для парциальных 

астрофизических S-факторов зеркальной реакции 
3
He(, )

7
Be (3.105), (3.106), но 

со своими конкретными значениями энергий Eпор, EG,  и наборами коэффициен-

тов разложения С
 (д)

, С
 (н)

. Так же, как и в случае зеркальной реакции, в расчетах 

характеристик реакции 
3
H(, )

7
Li имеется два варьируемых параметра – r0 и gц. 

Результаты расчетов фаз упругого рассеяния 
3
H(

4
He, 

4
He)

3
H и астрофизического 

S-фактора реакции 
3
H(, )

7
Li при значениях этих параметров, оптимальных в 

расчетах для зеркальной реакции – r0 = 1.2 фм, gц = 1.035, приведены на рисунках 

4.2 и 4.3. 

 На рисунке 4.2 вместе с теоретическим расчетом представлены два набора 

данных по фазам 
1/2
  , 

3/2
  , 

5/2
   упругого рассеяния 

3
H(

4
He, 

4
He)

3
H [156, 161], 

охватывающих диапазоны значений энергии Eц.м. = 1.67.8 МэВ, 1.84.7 МэВ со-

ответственно для фазы 
1/2
   и Eц.м. = 1.67.8 МэВ, 2.24.7 МэВ соответственно для 

фаз 
3/2
  , 

5/2
  . Из рисунка видно, что данные по фазовому сдвигу 

1/2
   согласу-

ются между собой при энергиях < 2.4 МэВ. При энергиях выше 2.4 МэВ данные 

[161] лежат ниже данных [156] особенно в интервале от 3 МэВ до 4.5 МэВ и меж-

ду ними существует явное расхождение. Однако, при энергиях ~ 4.7 МэВ значе-

ния 
1/2
   из [161] снова начинают согласовываться со значениями [156]. Значения 

фаз 
3/2
   и 

5/2
   из работы [161] полностью совпадают и лежат немного ниже зна-

чений из [156]. В целом, между фазами 
3/2
  , 

5/2
   из работ [156] и [161] имеется 

согласие. 
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Рисунок 4.2. Фазы упругого рассеяния 
3
H(

 4
He, 

4
He)

3
H. Сплошные линии – расчет в рамках 

АВМРГ (r0 = 1.2 фм, gц = 1.035). Кружками отмечены данные из работ [156, 161] 

 

 Расчетные фазовые сдвиги 
3/2
   и 

5/2
  , полученные в рамках АВМРГ, почти 

совпадают друг с другом и неразличимы на рисунке 4.2. Аналогичная ситуация 

имеет место и в случае упругого рассеяния 
4
He(

3
He, 

3
He)

3
He. Эти фазовые сдвиги 

находятся в достаточно хорошем согласии с данными [156] вплоть до 2.8 МэВ, а с 

данными [161] во всем их диапазоне энергий (2.24.7 МэВ). Расчетный фазовый 

сдвиг 
1/2
   находится в хорошем соответствии с данными [161] вплоть до 4.2 МэВ. 

С данными [156] имеется вполне разумное соответствие при энергиях до 2.4 МэВ. 

Отклонение расчетных фаз от имеющихся данных при более высоких энергиях 

можно объяснить наличием других каналов реакции, которые учтены в данных 

[156, 161] и не рассматриваются в нашем одноканальном расчете. Например, при 

энергиях ≥ 4.7829 МэВ [148] наряду с упругим рассеянием гелия на тритии воз-

можна реакция 
3
H(, n)

6
Li, а при энергиях ≥ 6.257 МэВ [148] – реакция 
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3
H(, nd)

4
He. Так же, как и в случае упругого рассеяния 

4
He(

3
He, 

3
He)

4
He, расчет-

ные фазы упругого рассеяния 
3
H(

4
He, 

4
He)

3
H оказываются заниженными по срав-

нению с имеющимися данными [156, 161] в области энергий, где эти каналы яв-

ляются открытыми. 

 

 

Рисунок 4.3. Астрофизический S-фактор реакции 
3
H(,  )

7
Li. Сплошная линия – расчет в рам-

ках АВМРГ (r0 = 1.2 фм, gц = 1.035). Фигурками отмечены экспериментальные данные из ра-

бот [43, 50–55]. 

 

 Из рисунка 4.3 видно, что энергетическое поведение расчетной кривой для S-

фактора реакции 
3
H(, )

7
Li согласуется с энергетическим поведением данных 

[54], которые по сравнению с другими экспериментальными данными [43, 50–

53, 55] являются наиболее точными и покрывают наиболее широкий диапазон 

энергий. Однако, количественно расчетный S-фактор лежит немного выше дан-

ных [54]. При этом он согласуется с данными [50]. Кроме того, полученный S-

фактор имеет более плавное поведение, чем данные [52, 53, 55], особенно в обла-
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сти энергий < 150 кэВ, что является определенным указанием на меньшую досто-

верность этих экспериментальных данных по сравнению с [50, 51, 54]. 

 В таблице 4.1 приведены экспериментальные [148, 160] и расчетные значения 

энергий основных состояний -частицы E(
4
He), тритона E(

3
H), основного E(

7
Li) и 

первого возбужденного E(
7
Li*) состояний ядра 

7
Li, порога развала 

7
Li на два кла-

стера  + t, а также разности  (+t)
 последнего и энергии возбуждения первого 

возбужденного состояния 
7
Li, полученные при тех же параметрах, что и S-фактор 

на рисунке 4.3. 

 

Таблица 4.1. Энергии ядер 
4
He, 

3
H, 

7
Li. 

Энергия (МэВ) E(
4
He) E(

3
H) E(

7
Li) E(

7
Li*) 

(α+t)

порE   (+t)
 

Эксперимент –28.296 –8.482 –39.244 –38.766 2.467 1.989 

Расчет –26.703 –3.031 –31.569 –31.433 1.835 1.699 

 

 Между расчетными и экспериментальными значениями энергий из таблицы 

4.1 имеется неплохое соответствие. Но расчетные значения несколько занижены 

по сравнению с экспериментальными. Данное поведение расчетных энергий пол-

ностью аналогично поведению расчетных энергий из таблицы 3.1 для ядер 
4
He, 

3
He и 

7
Be. Способами устранения подобного расхождения, также как и в случае 

ядер 
3
He, 

7
Be, являются, по-видимому, использование более точной внутренней 

волновой функции для t-кластера и учет других кластерных конфигураций, 

например, 
6
Li + n при описании 

7
Li. 

 При значениях параметров r0 = 1.386 фм, gц = 1.021 удается достичь очень хо-

рошего описания [114] данных по S-фактору [54] (см. рисунки 4.4, 4.6), точного 

воспроизведения экспериментального значения энергии E(
4
He), а также значи-

тельно улучшить расчетные значения энергий E(
3
H), E(

7
Li), E(

7
Li*) (см. таблицу 

4.2). Однако, при этом немного ухудшается описание данных по фазам (см. рису-

нок 4.5) и величинам (α+t)

порE ,  (+t)
 (см. таблицу 4.2). На рисунках 4.4 и 4.5 изобра-

жены также расчетные кривые для фаз и S-фактора соответственно при r0 = 1.386 

фм и таких значениях gц, при которых удается точно воспроизвести одну из сле-
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дующих величин: E(
7
Li) (gц = 0.91918), E(

7
Li*) (gц = 0.9285), (α+t)

порE  (gц = 0.9779), 

 (+t)
 (gц = 0.9904) (см. таблицу 4.2). При указанных параметрах кривые, изобра-

жающие энергетическую зависимость фаз 
1/2
   и 

3/2
  , 

5/2
   на рисунке 4.5, в осо-

бенности верхние пунктирные линии, а также рассчитанные значения энергий из 

таблицы 4.2 более точно воспроизводят имеющиеся данные, чем другие приве-

денные расчеты. Однако, кривые S-фактора при таких параметрах, изображенные 

на рисунке 4.4 пунктирными линиями (а)–(г), оказались завышенными по сравне-

нию с экспериментальными данными. При этом нижняя пунктирная линия (д), 

соответствующая параметрам r0 = 1.386 фм, gц = 1.021, гораздо лучше воспроиз-

водит экспериментальные данные [54], чем сплошная линия, отвечающая опти-

мальным для зеркальной реакции параметрам. 

 

 

Рисунок 4.4. Астрофизический S-фактор реакции 
3
H(,  )

7
Li, вычисленный при различных зна-

чениях параметров модели. Пунктирные линии – расчет с r0 = 1.386 фм и gц = 0.91918 (а), 

0.9285 (б), 0.9779 (в), 0.9904 (г), 1.021 (д). Сплошная линия – расчет с r0 = 1.2 фм и gц = 1.035. 
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Таблица 4.2. Энергии ядер 
4
He, 

3
H и 

7
Li, вычисленные при различных значениях параметра gц. 

Энергия, 

МэВ 
Эксперимент 

Расчет 

r0 = 1.386 фм 

gц = 

0.91918 

gц = 

0.9285 

gц = 

0.9779 

gц = 

0.9904 

gц = 

1.021 

E(
4
He) –28.296 –28.296 –28.296 –28.296 –28.296 –28.296 

E(
3
H) –8.482 –6.467 –6.467 –6.467 –6.467 –6.467 

E(
7
Li) –39.244 –39.244 –38.899 –37.230 –36.851 –36.002 

E(
7
Li*) –38.766 –39.105 –38.766 –37.124 –36.752 –35.920 

(α+t)

порE  2.467 4.481 4.137 2.467 2.088 1.239 

 (+t)
 1.989 4.342 4.003 2.361 1.989 1.157 

 

 

Рисунок 4.5. Фазы упругого рассеяния 
3
H(

 4
He, 

4
He)

3
H. Фаза 

1/2
  : верхняя, средняя и нижняя 

пунктирные линии – расчет с r0 = 1.386 фм и gц = 0.91918, 0.9285, 1.021 соответственно. 

Верхняя и нижняя точечная линии – расчет с r0 = 1.386 фм и gц = 0.9779, 0.9904 соответ-

ственно. Для фаз 
3/2
  , 

5/2
   все аналогично. Сплошные линии и фигурки – см. рисунок 4.2. 
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 Таким образом, оптимальными для реакции 
3
H(, )

7
Li с точки зрения одно-

временного описания экспериментальных данных по S-фактору [54] и фаз упруго-

го рассеяния 
3
H(

4
He, 

4
He)

3
H являются значения параметров r0 = 1.386 фм и 

gц = 1.021 [114, 118]. Кроме того, при этих значениях параметров удается достичь 

неплохого соответствия со всей остальной совокупностью представленных дан-

ных. Следует также отметить, что оптимальные для зеркальной реакции 

3
He(, )

7
Be параметры r0 = 1.2 фм и gц = 1.035 тоже дают достаточно разумное 

описание реакции 
3
H(, )

7
Li. 

 На рисунке 4.6 показаны парциальные S-факторы реакции 
3
H(, )

7
Li. Сравне-

ние полного S-фактора реакции 
3
H(, )

7
Li и S-факторов захвата в системе  + t с 

образованием 
7
Li в основном S0 и первом возбужденном S1 состояниях с наиболее 

точными на данный момент и покрывающими наиболее широкий диапазон энер-

гий экспериментальными данными [54] демонстрирует очень хорошее согласие. 

 

 

Рисунок 4.6. Парциальные S-факторы реакции 
3
H(,  )

7
Li. Кривые – расчет с r0 = 1.386 фм и 

gц = 1.021. Кружки, квадраты, треугольники – экспериментальные данные [54] для S, S0, S1. 
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 Как и в случае зеркальной реакции, S0 для реакции 
3
H(, )

7
Li более чем в два 

раза превосходит по величине S1. В окрестности нулевой энергии почти до 100 

кэВ при описании полного S-фактора можно ограничиться только учетом радиа-

ционного захвата в системе  + t, находящейся в S-состояниях рассеяния. Вклад 

захвата в системе  + t, находящейся в D-состояних рассеяния, начинает играть 

существенную роль с энергий ~ 1 МэВ. 

 Расчетный коэффициент ветвления реакции 
3
H(, )

7
Li при различных значе-

ниях параметров модели изображен на рисунке 4.7 [118]. 

 

 

Рисунок 4.7. Коэффициент ветвления реакции 
3
H(,  )

7
Li. Сплошная линия – расчет с 

r0 = 1.2 фм, gц = 1.035. Верхняя, средняя, нижняя пунктирные линии – расчет с r0 = 1.386 фм, 

gц = 0.91918, 0.9779, 1.021 соответственно. Фигурки – экспериментальные данные [50–52, 54]. 

 

 В указанном диапазоне энергий коэффициент ветвления R очень слабо меняет-

ся с изменением энергии. Из рисунка 4.7 видно, что расчетный коэффициент 

ветвления лежит несколько выше данных [52], но при этом достаточно хорошо 

согласуется с экспериментальными данными [50, 51, 54], как и S-фактор. По срав-
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нению с S-фактором R проявляет весьма слабую чувствительность к параметрам 

модели. Нижняя пунктирная и сплошная кривые R, отвечающие оптимальным для 

рассматриваемых реакций параметрам, демонстрируют схожую энергетическую 

зависимость, но сплошная линия лежит немного ниже. Обе эти кривые гораздо 

лучше согласуются с экспериментальными данными, чем другие представленные 

кривые. 

 На рисунках 4.8 и 4.9 сравнивается астрофизический S-фактор реакции 

3
H(, )

7
Li, вычисленный нами в настоящей работе в рамках АВМРГ, с наиболее 

современными микроскопическими [102, 103, 110], а также полумикроскопиче-

скими расчетами [106, 108], и микроскопическими расчетами, основанными на 

МРГ [96–98, 100, 102, 103], соответственно. 

 

 

Рисунок 4.8. Сравнение астрофизического S-фактора реакции 
3
H(,  )

7
Li, вычисленного в рам-

ках АВМРГ (верхняя сплошная линия – расчет с r0 = 1.2 фм, gц = 1.035; нижняя сплошная линия 

– расчет с r0 = 1.386 фм, gц = 1.021), с наиболее современными микроскопическими 

[102, 103, 110] и полумикроскопическими [106, 108] расчетами. Фигурками отмечены экспери-

ментальные данные (см. рисунок 4.3). 
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Рисунок 4.9. Сравнение астрофизического S-фактора реакции 
3
H(,  )

7
Li, вычисленного в рам-

ках АВМРГ (верхняя сплошная линия – расчет с r0 = 1.2 фм, gц = 1.035; нижняя сплошная линия 

– расчет с r0 = 1.386 фм, gц = 1.021), с расчетами, базирующимися на МРГ [96–

98, 100, 102, 103]. Фигурками отмечены экспериментальные данные (см. рисунок 4.3). 

 

 Многоканальные расчеты из работ [102, 103] (верхние пунктирно-точечная и 

утолщенная пунктирная кривые соответственно на рисунке 4.8), учитывающие 

также кластерную конфигурацию 
6
Li + n, лежат выше наиболее точных на данный 

момент и покрывающих наиболее широкий диапазон энергий экспериментальных 

данных [54]. При этом многоканальный расчет [102] достаточно неплохо согласу-

ется с данными [52]. В свою очередь, одноканальный расчет [102] (нижняя пунк-

тирно-точечная кривая на рисунке 4.8) согласуется с данными [54] вплоть до 0.4 

МэВ, но при более высоких энергиях отклоняется вниз. Этот расчет также согла-

суется с полумикроскопическим расчетом [108]. Одноканальный расчет [103] 

(нижняя утолщенная пунктирная кривая на рисунке 4.8) согласуется с экспери-

ментальными данными [54] вплоть до 1 МэВ и полумикроскопическим расчетом 
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[106]. Качественно S-факторы из работ [102, 103, 106, 108] согласуются друг с 

другом, но количественно S-факторы [103, 106] лежат ближе к эксперименталь-

ным данным [54]. 

 Наш расчет в рамках АВМРГ с параметрами r0 = 1.2 фм, gц = 1.035 (верхняя 

сплошная линия на рисунке 4.8) и ab initio расчет [110] лежат несколько выше 

данных [54] и согласуются друг с другом вплоть до 0.4 МэВ. При больших энер-

гиях ab initio расчет [110] отклоняется вверх от экспериментальных данных и 

нашего расчета. Другой наш расчет с параметрами r0 = 1.386 фм, gц = 1.021 (ниж-

няя сплошная линия) очень хорошо согласуется с данными [54] во всем диапазоне 

энергий. 

 Из рисунка 4.9 видно, что расчеты [96–98] и одноканальные расчеты [102, 103] 

находятся в достаточно неплохом соответствии друг с другом. Однако, расчеты 

[98, 102] согласуются с данными [54] только до энергий ~ 0.4 МэВ, а расчеты 

[96, 97, 103] – до энергий ~ 1 МэВ. При более высоких энергиях соответствующие 

этим расчетам кривые лежат несколько ниже данных [54]. 

 Таким образом, реализованный нами расчет астрофизического S-фактора ре-

акции 
3
H(, )

7
Li в рамках АВМРГ наилучшим образом согласуется с наиболее 

достоверными на данный момент экспериментальными данными [54] по сравне-

нию с другими микроскопическими и полумикроскопическими расчетами. Анало-

гичная ситуация имеет место и в случае зеркальной реакции 
3
He(, )

7
Be. При 

этом точно так же, как и в случае расчетов S-фактора зеркальной реакции, между 

расчетами S-фактора реакции 
3
H(, )

7
Li существует значительный разброс, при-

чина которого также до сих пор не ясна. 
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Заключение 

 Основные научные результаты настоящей диссертационной работы заключа-

ются в следующем: 

1. Впервые получены явные аналитические выражения для матричных элементов 

наиболее важных электрических дипольного, квадрупольного и магнитного 

дипольного операторов в базисе волновых функций АВМРГ для семинуклон-

ных систем 
4
He + 

3
He и 

4
He + 

3
H. Показано, что для обеих систем матрицы со-

ответствующих операторов в осцилляторном представлении имеют двухдиаго-

нальный, трехдиагональный и диагональный вид по числу осцилляторных 

квантов, создающий значительные удобства при вычислении астрофизических 

S-факторов реакций радиационного захвата в этих кластерных системах. 

2. Впервые в рамках АВМРГ вычислены парциальные и суммарный астрофизи-

ческие S-факторы, а также коэффициент ветвления реакции радиационного за-

хвата 
3
He(, )

7
Be при низких и средних энергиях. Интерпретированы экспе-

риментальные данные по этим величинам во всем диапазоне энергий, доступ-

ном для измерений, а также предсказано их поведение в недоступной для экс-

перимента области энергий. 

3. Впервые на основе АВМРГ вычислены парциальные и суммарный астрофизи-

ческие S-факторы, а также коэффициент ветвления реакции радиационного за-

хвата 
3
H(, )

7
Li при низких и средних энергиях. Представлена интерпретация 

экспериментальных данных по вычисленным величинам и предсказано их по-

ведение в недоступном для измерений диапазоне энергий. 

4. Проведено сравнение астрофизических S-факторов реакций 
3
He(, )

7
Be и 

3
H(, )

7
Li, полученных в рамках АВМРГ, с результатами других микроскопи-
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ческих и полумикроскопических расчетов. Показано, что астрофизические S-

факторы этих реакций, вычисленные с использованием АВМРГ, наилучшим 

образом описывают наиболее точные экспериментальные данные по сравне-

нию с результатами других расчетов. Вместе с этим получено хорошее описа-

ние коэффициентов ветвления указанных реакций, фаз упругого рассеяния в 

системах 
4
He + 

3
He, 

4
He + 

3
H и достаточно разумное согласие с эксперимен-

тальными значениями энергий входящих в реакции ядер. 

5. Установлено, что использование в расчетах волновых функций нижайших, 

разрешенных принципом Паули, состояний трансляционно-инвариантной ос-

цилляторной модели оболочек в качестве внутренних волновых функций кла-

стеров 
4
He, 

3
He, 

3
H и описание структуры ядер 

7
Li и 

7
Be посредством кластер-

ных конфигураций 
4
He + 

3
H и 

4
He + 

3
He соответственно в дискретном спектре с 

модифицированным нуклон-нуклонным потенциалом Хазегавы–Нагаты позво-

ляет одновременно описывать данные по фазам упругого рассеяния вместе с 

данными по астрофизическим S-факторам и коэффициентам ветвления реак-

ций радиационного захвата в зеркальных кластерных системах 
4
He + 

3
H и 

4
He + 

3
He. В то же время расчетные значения энергий основных состояний 

ядер 
3
H, 

3
He, 

4
He, 

7
Li и 

7
Be, а также первых возбужденных состояний ядер 

7
Li и 

7
Be несколько отклоняются от соответствующих экспериментальных значений, 

что является характерной чертой МРГ. Отмечены возможные пути решения 

данной проблемы и уточнения результатов расчета. 

 

Разработанная методика вычисления матричных элементов наиболее важных 

электромагнитных мультипольных операторов на базисных волновых функциях 

АВМРГ может быть использована и в других моделях, основанных на разложени-

ях по базису осцилляторных функций, для получения явных выражений для мат-

ричных элементов этих операторов в осцилляторном представлении. 

Разработанный подход к описанию реакций радиационного захвата, опираю-

щийся на АВМРГ, весьма эффективен для расчета их сечений, астрофизических 

S-факторов и коэффициентов ветвления при низких и средних энергиях. Досто-
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верный формализм АВМРГ в совокупности с надежной и относительно простой 

численной реализацией открывают перспективы применения данного подхода и в 

области сверхнизких энергий, где использование других микроскопических под-

ходов крайне затруднительно. 

Результаты расчетов реакций 
3
He(, )

7
Be и 

3
H(, )

7
Li, хорошо описывающие 

экспериментальные данные по этим реакциям и покрывающие недоступный для 

эксперимента диапазон астрофизически важных энергий, могут быть использова-

ны как входные данные в расчетах кинетики астрофизических и других процес-

сов, для извлечения данных по сечениям соответствующих фотоядерных реакций, 

а также для оценки результатов возможных будущих экспериментов. 

 

 

В заключение я хотел бы выразить искреннюю благодарность моему научному 

руководителю Сергею Юрьевичу Игашову за неоценимую помощь и поддержку в 

процессе работы. Также я выражаю глубокую признательность Юрию Михайло-
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